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Capítulo 1

Introducción

En sus primeras formulaciones la teoría de Galois estudiaba los efecto de la
sustitución de raíces en una ecuación polinómica; en el lenguaje de teoría de grupos,
esto es una acción de permutación. Después la teoría de Galois se fue desarrollando
para dar un enfoque diferente a la topología algebraica. [3]
El teorema fundamental de la teoría de Galois es una herramienta importante
que relaciona los campos intermedios de una extensión finita de Galois con los
subgrupos del grupo de Galois correspondiente a la extensión, además, esta relación
es biyectiva, por lo que nos da una herramienta para trabajar con grupos de Galois
utilizando teoría de campos.
Además, veremos que en el caso de los grupos de Galois de extensiones finitas, estos
están dotados con una nueva topología, la de Krull, la cual brinda una herramienta
importante que se utiliza para demostrar el teorema de Krull (teorema fundamental
de la teoría de Galois para extensiones infinitas), ya que con los abiertos definidos
en ésta topología, se puede apreciar que los subgrupos abiertos también son cerrados
(de índice finito).
El álgebra homológica es una herramienta usada para demostrar la existencia de
teoremas no-constructivos en álgebra (y topología algebráica). Además, proporciona
herramientas para realizar varios tipos de construcciones. [4]
El álgebra homológica es una herramienta que nos brinda una relación entre la teoría
de grupos y la topología algebraica, ya que trata de encontrar relaciones entre los
grupos de homología y los grupos de cohomología de un espacio. [2] Una relación
entre dichos grupos es que si tomamos un complejo finito, si su n-ésimo grupo de
homología es 0, esto implica que el complejo (visto como espacio) no tiene agujeros
n-dimesionales.
Antes no se podían calcular los grupos de cohomología de un grupo de Galois
infinito, sin embargo, se encontró una herramienta para poder trabajar esto, ya que
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se desarolló la cohomología de grupos profinitos.
Este documento está desarrollado como sigue: en el capítulo 1 veremos los aspectos
básicos de la teoría de Galois, concluyendo con el teorema de krull (generalización
del teorema fundamental de la teoría de Galois) y, además, veremos que un grupo
de Galois de una extensión infinita es de hecho un grupo profinito. En el capítulo
2 empezaremos con las definiciones de cohomología de grupos, veremos como
calcular los grupos de cohomología teniendo un grupo y daremos forma a los
primeros tres grupos de cohomología. En el capítulo 3 veremos cohomología en
el caso específico de grupos finitos, también se definira una conexión entre los
grupos de cohomología de un grupo y sus grupos de homología, dicha relación
estará dada por la cohomología de Tate. Finalmente, concluiremos en el capitulo 4
con la cohomología de los grupos de Galois, para esto, necesitaremos definir los
grupos de cohomología para grupos profinitos, y por ende, para grupos de Galois de
una extensión infinita.



Capítulo 2

Teoría de Galois

La teoría de Galois es una parte de la matemática cuyos orígenes se encuentran
en el problema de la solubilidad de ecuaciones polinomiales mediante radicales.
La teoría de Galois resolvió este problema, y a lo largo del camino, problemas
geométricos clásicos de constructibilidad con regla y compás también quedaron
resueltos. [6]

2.1. El grupo de k-automorfismos

La idea básica de la teoría de Galois es una idea que permea la matemática
entera: asociarle a una estructura (algebraica en este caso) otro tipo de estructura y
obtener información de estos objetos mediante el intercambio de ideas de una a otra
estructura.[6]

Definición 2.1.1. Sea L una extensión del campo k. Un k-automorfismo de L es un
automorfismo de L que fija al campo k, i.e., isomorfismos de la forma σ : L→ L
tal que σ|k = id.

Lemma 2.1.2. Sea L/k una extensión de campos. El conjunto de k-automorfismos
de L, denotado Aut(L/k) es un grupo con la composición de automorfismos.

Demostración.

(i) Es claro que idL ∈ Aut(L/k).

(ii) Si σ, τ ∈ Aut(L/k) entonces σ ◦ τ : L→ L es un isomorfismo tal que para
todo x ∈ k se tiene que σ ◦ τ(x) = σ(τ(x)) = σ(x) = x ya que τ |k = id y
σ|k = id, y así, σ ◦ τ ∈ Aut(L/k).
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(iii) Si σ ∈ Aut(L/k) entonces σ−1 : L→ L es un isomorfismo, y si x ∈ k se
tiene que

x = σ−1(σ(x))
= σ−1(x) ya que σ|k = id

y así, σ−1 ∈ Aut(L/k).

(iv) Como la composición de funciones es asociativa, se sigue que Aut(L/k) es
un grupo.

Definición 2.1.3. SeaM un campo intermedio de L/k. En esta situación, usaremos
la notación

S(M) := Aut(L/M) ⊆ Aut(L/k),

para denotar al subgrupo del grupo Aut(L/k) asociado al campo intermedio M .
Se tiene así una función

S : {Campos intermedios de L/k} = CL/k → {Subgrupos de Aut(L/k)} = GL/k.

Lemma 2.1.4. La función S : CL/k → GL/k satisface:

(1) Si M1 ⊆ M2 son campos intermedios, entonces S invierte inclusiones, i.e.,
S(M1) ⊇ S(M2).

(2) Para el campo intermedio M = k se tiene que S(M) = Aut(L/k) es el
grupo total.

(3) Para el campo intermedio M = L, se tiene que S(L) = Aut(L/L) = {id}
es el subgrupo trivial.

Ahora, dado un subgrupo H del grupo G = Aut(L/k) queremos asociarle
un campo intermedio entre L y k. Este campo se define como sigue: Dado H ⊆
Aut(L/k) un subgrupo, sea

LH := {a ∈ L : σ(a) = a∀σ ∈ H}.

es decir, LH es el subconjunto de todos los elementos de L que permanecen fijos
bajo todos los automorfismos de H ⊆ Aut(L/k).

Lemma 2.1.5. Si H es un subgrupo de Aut(L/k) entonces LH es un campo
intermedio entre L y k.
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Demostración. Como conjuntos se tiene que k ⊆ LH ⊆ L. Ahora, LH es un
campo con las operaciones del campo grande L, ya que si x, y ∈ LH entonces para
todo σ ∈ H se tiene que

σ(x+ y) = σ(x)σ(y) = x+ y

y así, x + y ∈ LH . Similarmente, si x, y ∈ LH entonces x · y ∈ LH . Las demás
condiciones de campo se heredan del hecho de que L es un campo.

Definición 2.1.6. En la situación anterior, al campo intermedio LH se le llama el
campo fijo del subgrupo H ⊆ Aut(L/k). Se tiene así una función

F : GL/k → CL/k

que a cada subgrupo H ⊆ Aut(L/k) le asocia el campo fijo correspondiente
F (H) := LH .

Lemma 2.1.7. La función F : GL/k → CL/k satisface:

(1) Si H1 ⊆ H2 son subgrupos de Aut(L/k), entonces F invierte inclusiones,
es decir, F (H1) ⊇ F (H2).

(2) Si H es un subgrupo de Aut(L/k) entonces H ⊆ S(F (H)).

(3) Si M es un campo intermedio de L/k, entonces M ⊆ F (S(M)).

Demostración.

(1) Sea x ∈ F (H2) = LH2 , entonces σ(x) = x ∀σ ∈ H2. Como lo anterior
se cumple para todo σ en H2, en particular se debe de cumplir para todo
σ′ ∈ H1 ⊆ H2.

(2) Si σ ∈ H ⊆ Aut(L/k), entonces

S(F (H)) = Aut(L/LH) = {τ : L→ L : τ |LH = id},

y como LH = {x ∈ L : σ(x) = x ∀σ ∈ H}, entonces, para σ ∈
H,σ|LH = id y así σ ∈ Aut(L/LH) = S(F (H)).

(3) Similarmente como en el caso anterior.

En general, las funciones S y F no son inversas una de la otra, pero existen
condiciones en las cuales estas funciones son inversas entre sí.
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Teorema 2.1.8. Sea k un campo. Entonces, cualquier conjunto finito de automor-
fismos distintos σ1, . . . , σn : k → k es independiente, i.e., si a1σ1(x) + · · · +
anσn(x) = 0 para todos los x ∈ k, entonces ai = 0 para todos los i = 1, . . . , n.

Demostración. Por inducción sobre n ≥ 1.

(i) n = 1: Si a1σ1(x) = 0 para todos los x ∈ k, entonces poniendo x = 1 se
tiene que a1 = 0.

(ii) Sea n ≥ 1 y supongamos que calquier conjunto de menos de n automorfismos
distintos es independiente.

(iii) Supongamos que los n automorfismos σ1, . . . , σn son dependientes, i.e., se
tiene una ecuación

a1σ1(x) + · · ·+ anσn(x) = 0 (2.1)

válida para todos los x ∈ k y con algún ai 6= 0. Nótese entonces que ninguno
de los aj = 0 ya que de lo contrario se tendría una ecuación

a1σ1(x) + · · ·+ amσm(x) = 0

válida para todos los x ∈ k, con algún ai 6= 0 y con m < n automorfismos,
en contradicción con la hipótesis de inducción.
Ahora, sin pérdida de generalidad, supongamos σ1 6= σn, exsite un elemento
a ∈ k, a 6= 0, 1 tal que σ1(a) 6= σn(a).
Entonces, como la relación (1) es verdadera para todas las x ∈ k, reempla-
zando x por ax en esta ecuación se obtiene

a1σ1(a)σ1(x) + · · ·+ anσn(a)σn(x) = 0 (2.2)

y multiplicando la ecuación (1) por σ1(a) se obtiene

a1σ1(a)σ1(x) + · · ·+ anσ1(a)σn(x) = 0. (2.3)

Substrayendo estas dos últimas ecuaciones obtenemos

a2[σ2(a)− σ1(a)]σ2(x) + · · ·+ an[σn(a)− σ1(a)] = 0, (2.4)

y observamos que en esta última ecuación el coeficiente an[σn(a)−σ1(a)] 6=
0 ya que an 6= 0 y σn(a) 6= σ1(a).
Así, (4) es una relación de dependencia no trivial entre σ2, . . . , σn en contra-
dicción con la hipótesis de inducción.
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Como corolario de este teorema, obtenemos una cota para el orden del grupo de
k-automorfismos de una extensión finita de campos:

Corolario 2.1.9. Sea L/k una extensión finita. Entonces |Aut(L/k)| ≤ [L : k].
Demostración. Sean n = [L : k] y u1, . . . , un ∈ L una base de L sobre k. Supon-
gamos que |Aut(L/k)| > n. Entonces existen, al menos, n+ 1 k-automorfismos
de L distintos, digamos σ1, . . . , σn ∈ Aut(L/k). Consideremos ahora el sistema
de ecuaciones lineales

σ1(u1)(x) + · · · +σn+1(u1)xn+1 = 0
...

σ1(un)(x) + · · · +σn+1(un)xn+1 = 0

y obsérvese que como el número de ecuaciones n es menor que el número de
incógnitas n+ 1, el sistema anterior tiene una solución no trivial (a1, . . . , an+1) en
k, i.e., algún ai ≤ 0. Así, reemplazando esta solución en las ecuaciones del sistema
se obtiene que

σ1(uj)a1 + · · ·+ σn+1(uj)an+1 = 0, 1 ≤ j ≤ n

con algún ai 6= 0.
Ahora, como {u1, . . . , un} es una base de L/k, entonces para todo x ∈ L existen
α1, . . . , αn ∈ k tales que

x = α1u1 + · · ·+ αnun

y así

σi(x) = σi

 n∑
j=1

αjuj

 =
n∑
j=1

αjσi(uj)

ya que los αj ∈ k y los σj : L→ L son k-automorfismos. Se sigue que

a1σ1(x) + · · ·+ an+1σn+1(x) =
n+1∑
i=1

ai

 n∑
j=1

αjσi(uj)


=

n∑
j=1

αj

(
n+1∑
i=1

aiσi(uj)
)

=
n∑
j=1

αj · (0)

= 0.
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Es decir, para todo x ∈ L se tiene que

a1σ1(x) + · · ·+ an+1σn+1(x) = 0

con algún ai 6= 0, en contradicción con el teorema previo.

2.2. Normalidad y separabilidad

Teorema 2.2.1. Si G = {σ1, . . . , σn} es un grupo finito de automorfismos de un
campo L y si LG es el campo fijo de G, entonces

[L : LG] = |G| = n.

Corolario 2.2.2. Sea G un subgrupo finito del grupo de automorfismos de una
campo L. Sea LG el campo fijo de G. Entonces, Aut(L/LG) = G.

Corolario 2.2.3. Sea L un campo. La función F que asigna a cada subgrupo finito
G del grupo de automorfismos de L el correspondiente campo fijo LG, es inyectiva.

Demostración. Si G1 y G2 con dos subgrupos finitos de Aut(L) tales que LG1 =
LG2 , entonces por el corolario (2,2,2) anterior se tiene que

G1 = Aut(L/LG1) = Aut(L/LG2) = G2.

Definición 2.2.4. Sean k un campo y f(x) en k[x]. Una extensión L de k se llama
un campo de descomposición de f(x) sobre k, si

(i) f(x) se descompone en factores lineales en L[x].

(ii) Si M es otra extensión de k, donde f(x) se descompone en factores lineales
en M [x] y M ⊆ L, entonces M = L.

Las condiciones anteriores son equivalentes a:

(iii) L = k(α1, . . . , αn), donde las αi son las raíces de f(x).

Proposición 2.2.1. Si k es un campo y f(x) ∈ k[x] es un polinomio de grado ≥ 1,
entonces existe un campo de descomposición L/k de f(x), y más aún, [L : k] ≤ n!,
donde n = gr(f(x)).
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Lemma 2.2.5. Sean φ : k → k′ un isomorfismo de campos y f(x) ∈ k[x] un
polinomio. Sea L un campo de descomposición de f(x) sobre k, y sea L′ una
extensión de k′ tal que φ(f(x)) ∈ k′[x] se descompone en factores lineales en L′[x].
Entonces, existe un monomorfismo ψ : L→ L′ tal que ψ|k = φ.

Demostración. Gráficamente tenemos la situación

L
ψ
// L′

k
φ
// k′

donde la flecha punteada indica el morfismo que queremos construir, las flechas
verticales son las extensiones dadas y φ : k → k′ es el isomorfismo dado.
El morfismo ψ : L→ L′ se construye usando inducción sobre el grado n = gr(f).
Observemos primero que como L es campo de descomposición de f sobre k,
entonces en L[x] se tiene que:

f(x) = c · (x− α1) · · · (x− αn) (2.1)

con c una constante.
Sim(x) = Irr(α1, k) := polinomioirreducibleseparabledeαconcoeficientesenk,
entonces m(x) es un factor irreducible (en k[x]) de f(x) y como el isomorfismo
φ : k → k′ induce un isomorfismo de anillos φ : k[x] → k′[x] de la manera
natural, entonces φ(m(x)) divide a φ(f(x)) en k′[x], y φ(m(x)) es irreducible en
k′[x].
Ahora, por hipótesis, φ(f(x)) se descompone en L′[x], y como φ(m(x)) es un
factor de φ(f(x)) entonces φ(m) también se descompone en L′[x],

φ(m(x)) = (x− β1) · · · (x− βr),

βi ∈ L′. Nótese que φ(m) es mónico porque m(x) lo es. Ahora, como φ(m) es
irreducible en k′[x], entonces φ(m(x)) = Irr(βi, k′), para cada 1 ≤ i ≤ r.
En particular, para β1, estamos en la situación

k(α1) ψ1
// k′(β1)

k
φ

// k′

donde φ(Irr(α1, k)) = Irr(β1, k
′), y así, existe un isomorfismo ψ1 tal que ψ|k =

φ y tal que ψ1(α1) = β1.
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Ahora, como L es un campo de descomposición de f sobre k, entonces L es
un campo de descomposición de g := f/(x − αi) sobre kαi . Finalmente, como
gr(g) = n− 1 < gr(f), por hipótesis de inducción existe un monomorfismo

ψ : L→ L′

tal que ψ|k(α1) = ψ1. Pero como ψ1|k = φ, entonces ψ|k = φ.

Teorema 2.2.6. Sean φ : k → k′ un isomorfismo de campos y f(x) ∈ k[x] un
polinomio. Sea L un campo de descomposición de f sobre k y sea L′ un campo de
descomposición de φ(f) sobre k′. Entonces, existe un isomorfismo ψ : L→ L′ tal
que ψ|k = φ. (Es decir, las extensiones L/k y L′/k′ son isomorfas).

Demostración. Por el lema anterior existe un monomorfismo ψ : L→ L′ tal que
ψ|k = φ.
Se puede observar que ψ(L) es un campo de descomposición de φ(f) sobre k′, y
como ψ(L) ⊆ L′, entonces ψ(L) = L′ por definición de campo de descomposición
(2,2,4)(ii). Entonces ψ es suprayectiva.

Corolario 2.2.7. Sean k un campo y f(x) ∈ k[x] un polinomio. Si L y L′ son
campos de descomposición de f(x) sobre k, entonces existe un isomorfismo ψ :
L→ L′ tal que ψ|k = id.

Demostración. El corolario se sigue directamente del teorema anterior poniendo
φ = id.

Definición 2.2.8. Una extensión L/k se llama normal si todo polinomio irreducible
f(x) ∈ k[x] que tiene una raíz en L, las tiene todas.

Ejemplo. La extensión C/R es normal, ya que cualquier polinomio con coeficientes
en R tiene todas sus raíces en C.

Ejemplo. Si α =
√

32 ∈ R, entonces la extensión Q(α)/Q no es normal, ya
que el polinomio irreducible f(x) = x3 − 2 ∈ Q[x] tiene sólo una raíz α ∈ Q(α)
pero no tiene a las otras.

El siguiente teorema nos relaciona el concepto de normalidad con el de campo
de descomposición: [6]

Teorema 2.2.9. Una extensión L/k es normal y finita si y sólo si L es el campo de
descomposición de algún polinomio en k[x].
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Ahora introduciremos el concepto de separabilidad, empezando con la defini-
ción de polinomio separable, siguiendo con la definición de elemento separable y
finalmente con extensión separable.

Definición 2.2.10. Un polinomio irreducible f(x) ∈ k[x] se llama separable sobre
k si no tiene raíces múltiples (en su campo de descomposición). Un polinomio
irreducible f(x) ∈ k[x] se llama inseparable (sobre k) si no es separable.

Así, un polinomio separable f(x) ∈ k[x] se factoriza (en un campo de descom-
posición) como

f(x) = c · (x− α1) · · · (x− αn)

con c ∈ k y αi distintas.
Para determinar si un polinomio f(x) ∈ k[x] es o no separable, debemos tener un
criterio para saber si tiene raíces múltiples. En el caso de polinomios con coeficientes
en R ó C se puede utilizar la derivada para dicho criterio, pero como estamos
tratando con polinomios con coeficientes en un campo arbitrario, es necesario
formalizar el concepto de derivada de un polinomio que sea compatible con R y C.

Definición 2.2.11. Si f(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n ∈ k[x], su derivada es el

polinomio
f ′(x) = a1 + 2a2x+ · · ·+ nanx

n−1 ∈ k[x].

Las propiedades siguientes son inmediatas de esta definición:

Lemma 2.2.12. Sea k un campo y sean f, g ∈ k[x]. Entonces

(1) (f + g)′ = f ′ + g′

(2) (f · g) = f · g′ + f ′ · g.

y para el polinomio constante f = a ∈ k, se tiene que

(3) (a)′ = 0, y consecuentemente

(4) (a · f)′ = a · f ′, para toda a ∈ k.

Lemma 2.2.13. Sea k un campo. Un polinomio f(x) ∈ k[x] no cero, tiene una raíz
múltiple (en un campo de descomposición) si y sólo si f y f ′ tiene un factor común
de grado ≥ 1 en k[x].

Demostración. Sea L un campo de descomposición de f(x).
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Si α ∈ L ⊇ k es un cero de multiplicidad m ≥ 2 de f(x), entonces en L[x],

f(x) = (x− α)mg(x), m ≥ 2,

y así, por el lema (2,2,12),

f ′(x) = m(x− α)m−1g(x) + (x− α)mg′(x)
= (x− α)m−1[mg(x) + (x− α)g′(x)]

con m − 1 ≥ 1. Así, f(x) y f ′(x) tienen el factor común (x − α)m−1 de grado
≥ 1.

Si f no tiene ceros de multiplicidad ≥ 2, mostraremos que f y f ′ son copri-
mos en L[x], por inducción sobre n = gr(f) ≥ 1.
Si n = 1 no hay nada que probar.
Supongamos válido el lema para polinomios de grado ≤ n− 1.
Como f no tiene ceros múltiples, entonces para cualquier raíz de f se tiene que

f(x) = (x− α)g(x)

donde (x− α) - g(x). Entonces,

f ′(x) = (x− α)g′(x) + g(x),

y por lo tanto, si f y f ′ tuvieran un factor irreducible de grado ≥ 1, este factor no
puede ser (x − α) ya que (x − α) - g(x). Pero tampoco puede ser diferente de
(x− α) ya que entonces este factor irreducible dividiría a g(x), y de la expresión
para f ′(x), también dividiría a g′(x). Pero como gr(g) = n − 1, esto no puede
suceder ya que por hipótesis de inducción, g y g′ no tiene factores en común de
grado ≥ 1.

Como consecuencia del lema anterior tenemos el siguiente criterio que ayuda a
determinar cuando un polinomio irreducible es separable:

Corolario 2.2.14. Sean k un campo y f(x) ∈ k[x] irreducible.

(1) Si car(k) = 0, entonces f(x) es separable sobre k.

(2) Si car(k) 6= 0, entonces f(x) es inseparable si y sólo si f(x) es de la forma
f(x) = g(xp) con g ∈ k[x]. (Esta última condición dice que las potencias de
la indeterminada x que aparecen en f(x) son sólo aquellas cuyo exponente
es un múltiplo (entero) de p).
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Demostración. Por el lema anterior, f es inseparable si y sólo si f y f ′ tienen un
factor común de grado ≥ 1.
Ahora, como f es irreducible, y también gr(f ′) < gr(f), entonces f y f ′ tiene un
factor común de grado ≥ 1 si y sólo si f ′ = 0. Pero como

f ′(x) = a1 + 2a2x+ · · ·+ nanx
n−1,

entonces:

(1) car(k) = 0 implica que jaj = 0 para j ≥ 1, y así, aj = 0 (en característica
cero j ≥ 1 no es cero en k) y entonces f(x) = a0 en contradicción con la
hipótesis de que f(x) es irreducible (y por lo tanto no es constante). Se sigue
que f(x) debe ser separable.

(2) car(k) 6= 0 implica que jaj = 0 para j ≥ 1, y así, aj = 0 ó j ≡ 0 (mod p),
i.e., j = pmj con mj ∈ N y por lo tanto f es de la forma

f(x) = a0 + apx
p + · · ·+ aipx

ip + · · ·
= g(xp)

con g(x) = a0 + apx
p + · · ·+ aipx

ip + · · · , como se quería demostrar.

Finalmente, definimos lo que es un elemento separable y una extensión separa-
ble:

Definición 2.2.15. Si L/k es una extensión, un elemento α ∈ L algebraico sobre
k, se llama separable sobre k, si Irr(α, k) ∈ k[x] es separable. Una extensión
algebraica L/k es separable si todo α ∈ L es separable sobre k. Un polinomio
arbitrario f(x) ∈ k[x] se llama separable sobre k, si todos sus factores irreducibles
son separables sobre k.

Proposición 2.2.2. Sea L/k una extensión algebraica separable. Si k ⊆ M ⊆ L
es un campo intermedio, entonces las subextensiones L/M y M/k también son
separables.

Demostración. La extensión M/k es separable ya que M ⊆ L.
Para la extensión L/M , sea α ∈ L un elemento arbitrario, y sean mk = Irr(α, k) y
mM = Irr(α,M). Entonces, en M [x],mM | mk. Pero como α es separable sobre
k, mk es separable sobre k, i.e., no tiene raíces múltiples, y por lo tanto tampoco
mM ya que es factor de mk. Se sigue que α es separable sobre M , i.e., L/M es
separable.
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El siguiente teorema relaciona los conceptos de normalidad y separabilidad de
una extensión finita L/k con la condición del teorema de Artin (2,2,2), i.e., con la
condición de que k = LAut(L/k).

Teorema 2.2.16. Sea L/k una extensión finita con grupo de automorfismos (finito)
G = Aut(L/k). Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

(1) L/k es normal y separable.

(2) L es el campo de descomposición de un polinomio separable p(x) ∈ k[x].

(3) k es el campo fijo de G.

Demostración.

(1) ⇒ (2): Como L/k es finita, entonces L = k(α1, . . . , αn) con αi alge-
braico sobre k, y como la extensión L/k es separable entonces los αi son
separables sobre k, i.e., los polinomios

pi(x) = Irr(αi, k) ∈ k[x]

son separables sobre k.
También, como L/k es normal y cada αi ∈ L es una raíz de pi(x) entonces
cada pi(x) se descompone en L. Sea

p(x) := p1(x) · · · · · pn(x) ∈ k[x].

Como todos los factores irreducibles pi(x) de p(x) son separables entonces
p(x) es separable, y se descompone en L. Finalmente, como αi, . . . , αn son
raíces de p(x) entonces L = k(α1, . . . , αn) es el campo de descomposición
del polinomio separable p(x) ∈ k[x].

(2)⇒ (3): Sea p(x) ∈ k[x] separable tal queL es el campo de descomposición
de p(x). Mostraremos que k = LG, G = Aut(L/k), por inducción sobre el
número de raíces de p(x) en L− k.

(i). Si el número de raíces de p(x) en L− k es 0, entonces todas las raíces
de p(x) están en k y así L = k y consecuentemente G = Aut(L/k) =
{id} y ciertamente k = LG = L.



2.2 Normalidad y separabilidad 15

(ii). Si el número de raíces de p(x) en L− k es n > 0, nuestra hipótesis de
inducción es: Para cualquier campo intermedio K:

L

K

k

(ciertamente entonces p(x) ∈ K[x] y L sigue siendo campo de descom-
posición de p(x) sobre K), supongamos que siempre que p(x), ahora
visto en K[x], tenga menos que n raíces en L−K, se tiene que

K = LAut(L/k).

Ahora, consideremos una factorización de p(x) ∈ k[x] en factores
irreducibles en k[x]:

p(x) = p1(x) · · · pr(x).

Obsérvese que algunos de estos factores pi(x) deben tener grado≥ 1 ya
que de los contrario p(x) se descompondría en k en contradicción con
la hipótesis de que p(x) tiene raíces en L− k. Sin perder generalidad,
supongamos que gr(p1(x)) = s > 1.
Como, por hipótesis, p(x) es separable, entonces p1(x) también es
separable. Sean α1, . . . , αs las raíces distintas de p1(x)(gr(p1) = s).
Como las αi también son raíces de p(x), y este se descompone en L
entonces todas las αi ∈ L y de hecho αi ∈ L − k ya que pi(x) es
irreducible sobre k (i.e., todas sus raíces no están en k).
Ahora, para p(x) ∈ k[x] ⊆ k(α1)[x] se tiene que L también es campo
de descomposición de p(x) considerado como polinomio sobre k(α1).
También, como α1 es una raíz de p(x) que no está en k, entonces el
polinomio p(x) ∈ k(α1)[x] tiene menos que n raíces en L− k(α1).
Por hipótesis de inducción se tiene que

k(α1) = LAut(L/k(α1)).
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Consideremos ahora las extensiones L ⊇ k(αi) ⊇ k, para 1 ≤ i ≤ s:

L
σi // L

k(α1) σ̃i // k(αi)

k

y obsérvese que como las αi, 1 ≤ i ≤ s, son raíces del mismo polinomio
irreducible p1(x) ∈ k[x], entonces existen isomorfismos σ̃i : k(α1 →
k(αi) tales que σ̃i|k = id y σ̃i(α1) = αi.
También como L es campo de descomposición de p(x) ink(α1)[x] y
por la misma razón L es campo de descomposición de p(x) considerado
como polinomio sobre k(αi), 1 ≤ i ≤ s, entonces por (2,2,7) existen
isomorfismos σi ∈ Aut(L/k).
Finalmente, mostraremos que k = LAut(L/k): Sea θ ∈ L cualquier
elemento que permanece fijo bajo la acción de todos los σ ∈ Aut(L/k).
Mostraremos que θ ∈ k.
Obsérvese primero que θ ∈ LAut(L/k(α1)) ya que Aut(L/k(α1)) ⊆
Aut(L/k) y así θ queda fijo bajo la acción de Aut(L/k(α1)) ya que
estaba ya fijo por Aut(L/k), y así, por hipótesis de inducción θ ∈
k(α1).
Ahora, como θ ∈ k(α1) y 1, α1, . . . , α

s−1
1 es una base de k(α1) sobre

k, entonces

θ = c0 + c1α1 + · · ·+ cs−1α
s−1
1 con ci ∈ k,

y si ahora aplicamos a esta expresión para los θ los isomorfismos σi ∈
Aut(L/k) y, recordamos que σi|k(αi) = σ̃i, obtenemos:

θ = σi(θ) = c0 + c1σ̃i(α1) + · · ·+ cs−1σ̃iα
s−1
1

= c0 + c1α1 + · · ·+ cs−1α
s−1
i

para 1 ≤ i ≤ s. Y así, el polinomio

q(x) := (c0 − θ) + c1x+ · · ·+ cs−1x
s−1 ∈ k(α1)[x].

de grado a lo más s− 1 tiene las s raíces distintas α1, . . . , αs. Se sigue
que todos sus coeficientes deben ser cero. En particular, c0− θ = 0, i.e.,
θ = c0 ∈ k como se quería.
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(3)⇒ (1): Escribamos G = Aut(L/k) = {σ1, . . . , σn}. Nuestra hipótesis
es: k = LG.

(i). Mostraremos que L/k es separable: Sea α ∈ L cualquier elemento.
Aplicando los σj a α se obtiene el conjunto {σj(α) ∈ L : 1 ≤ j ≤ n}.
Supongamos que α = α1, . . . , αn son los elementos distintos en este
conjunto (σ1 = id).
Como G es un grupo, para toda j se tiene que:

σj(αi) = σj(σk(α)) si αi = σk(α)
= σjσk(α)
= σt(α)
= αl para algún 1 ≤ l ≤ s,

i.e., los elementos del conjunto α1, . . . , αs son permutados por los
elementos σi del grupo G. Así, los morfismos de anillos

σt : L[x]→ L[x]

son tales que cuando se aplican al polinomio

p(x) = (x− α1) · · · (x− αs) ∈ L[x]

se obtiene que:

σi(p(x)) = σi(x− αi) · · ·σi(x− αs)
= (x− σi(αi)) · · · (x− σi(αs))
= p(x)

ya que los σi sólo permutan a los α1, . . . , αs. Se sigue que los coeficien-
tes de p(x) son fijados por la acción del grupo G, y así por hipótesis
estos coeficientes deben estar en LG = k, i.e., p(x) ∈ k[x].
Hemos así construido un polinomio separable p(x) ∈ k[x] del cual
α = α1 es raíz. Se sigue que α ∈ L es separable sobre k ya que
su irreducible Irr(α, k) ∈ k[x] es tal que Irr(α, k) | p(x) ya que si
g(x) ∈ k[x] es cualquier polinomio con g(α) = 0, entonces

0 = σi(g(α)) = g(σi(α)) = g(αi)

pues los coeficientes de g están en k, y así son fijados por σi. Enton-
ces, todas las raíces α1, . . . , αs de p(x) también son raíces de g(x) y
así p(x) | g(x). En particular, para g(x) = Irr(α, k), como p(x) es
mónico, y p(x) | Irr(α, k), se sigue que p(x) = Irr(α, k).
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(ii). La extensión L/k es normal: En efecto, sea f(x) ∈ k[x] cualquier
polinomio irreducible tal que tiene una raíz α ∈ L.
Sea p(x) ∈ k[x] el polinomio irreducible separable de α, p(x) =
Irr(α, k) construido en (i). Por construcción en (i), p(x) se descompone
en L.
Ahora, como p(x) y f(x) son irreducibles sobre k y p(α) = 0 = f(α),
entonces p(x) | f(x) y f(x) | p(x) en k[x]. Se sigue que

f(x) = ap(x) con a ∈ k∗,

y como p(x) se descompone enL entonces f(x) también se descompone
en L.

2.3. El teorema fundamental de Galois

Si L/k es una extensión finita, normal y separable (de Galois), al grupo de
automorfismos Aut(L/k) se le llama el grupo de Galois de la extensión y se le
denota Gal(L/k).
Del teorema (2,2,16) y del corolario (2,2,3) se sigue, que si L/k es una extensión
de Galois, la función (2,1,6)

F : GL/k → CL/k

que asigna a cada subgrupo H del grupo de Galois G = Gal(L(k) el campo fijo
F (H) := LH es inyectiva. A continuación veremos que bajo las mismas hipótesis
sobre L/k, la función F también es suprayectiva, con inversa la función S de
(2,1,3), y de hecho obtenemos mucho más como parte del teorema fundamental de
la teoría de Galois: Sabemos por (2,1,4) y (2,1,7) que las funciones

F : GL/k → CL/k

y
S : CL/k → GL/k

satisfacen

(i) F y S invierten inclusiones,

(ii) Para todo H ⊆ Gal(L/k), se tiene que H ⊆ SF (H),

(iii) Para todo campo intermedio L ⊇M ⊇ k, se tiene que M ⊆ FS(M).
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Teorema 2.3.1. Sea L/k una extensión finita, normal y separable y sea G =
Gal(L/k) el grupo (finito) de Galois de la extensión. Entonces

(1) |Gal(L/k)| = [L : k],

(2) Las funciones F y S son inversas una de la otra.

(3) Si M es un campo intermedio, L ⊇M ⊇ k, entonces:

(i) |S(M)| = |Gal(L/M)| = [L : M ],
(ii) [M : k] = |G|/|S(M)| = [G : S(M)] = índice de S(M) en G =

Gal(L/k).

(4) Si M es un campo intermedio, L ⊇ M ⊇ k, entonces M/k es normal si y
sólo si Gal(L/M) ⊆ Gal(L/k) es un subgrupo normal.

(5) Si para un campo intermedioM , la extensiónM/k es normal, entonces el gru-
po de GaloisGal(M/k) es isomorfo al grupo cocienteGal(L/k)/Gal(L/M).

Demostración. (1) Como L/k es Galois, entonces por el teorema (2,2,16), k =
LGal(L/k) y así, por (2,2,1) se tiene que

|Gal(L/k)| = [L : k].
(2) La función F : GL/k → CL/k es inyectiva por (2,2,3), y

H = Gal(L/LH) por (2,2,2)
= Gal(L/F (H)) por definición de F

= SF (H) por definición de S.

Finalmente, que F : G → C es suprayectiva es porque como L/k es de Galois, por
el teorema previo se tiene que L es el campo de descomposición de un polinomio
separable p(x) ∈ k[x], y así si M ∈ CL/k es un campo intermedio, entonces L
también es campo de descomposición de p(x) sobre M . Por el teorema (2,2,16)
anterior se sigue que L/M también es de Galois y así M = LGal(L/M) por el
mismo teorema, i.e., M = F (Gal(L/M)) con Gal(L/M) ∈ GL/k. Más aún,

M = LGal(L/M) = F (Gal(L/M)) = FS(M). (2.2)

(3) Sea M un campo intermedio

L

M

k
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(i): Como en la demostración (2) de arriba, L/M es de Galois y así, por la parte
(1) se tiene que:

[L : M ] = |Gal(L/M)| = |S(M)|

por definición de S.

(ii): [M : k] = [L : k]/[L : M ] = |Gal(L/k)|/|S(M)| por las partes (1) y
(3)(i)

Para probar las partes (4) y (5) del teorema necesitaremos los lemas siguientes:

Lemma 2.3.2. Sea M/k una extensión finita. Son equivalentes:

(1) M/k es normal

(2) Para cualquier extensión L de M tal que L/k es normal y finita, se tiene que
todo morfismo τ : M → L que deja fijo a k es de hecho un k-automorfismo
τ : M →M .

Demostración.

(1)⇒ (2): Sea τ : M → L un monomorfismo tal que τ |k = id. Queremos
probar que τ(M) = M . Sea α ∈ M y sea p(x) = Irr(α, k) ∈ k[x].
Entonces,

0 = p(α) = τ(p(α)) = p(τ(α)),

ya que los coeficientes de p(x) están en k y τ |k = id.
Así, τ(α) ∈ L es una raíz de p(x) también. Ahora, como M/k es normal por
hipótesis y p(x) ∈ k[x] es irreducible con α ∈M una raíz de p(x), entonces
todas las raíces de p(x) deben estar en M . En particular τ(α) ∈M . Así,

τ(M) ⊆M.

Finalmente, en el diagrama siguiente

L

M τ(M)

k
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como la función τ : M → τ(M) ⊆ M es k-lineal e inyectiva, entre
k-espacios vectoriales de dimensión finita, entonces de

dimk(M) = dimkτ(M) <∞ y τ(M) ⊆M

se sigue que τ(M) = M , i.e., τ ∈ Aut(M/k).

(2)⇒ (1): Sea p(x) ∈ k[x] irreducible tal que tiene una raíz α ∈M . Como
α ∈M ⊆ L y L/k es normal, entonces p(x) se descompone en L.
Ahora, si β ∈ L es una raíz cualquiera de p(x), consideremos el diagrama

L
σ // L

M

k(α) σ̃ // k(β)

k

donde, como α y β son raíces del mismo irreducible p(x) ∈ k[x], existe un
k-isomorfismo

σ̃ : k(α)→ k(β)

tal que σ̃(α) = β.
Ahora, como L/k es normal y finita, entonces por (2,2,16), L es el campo
de descomposición de un polinomio f(x) ∈ k[x]. Así, ciertamente, L es el
campo de descomposición de f(x) considerado ahora como polinomio en
k(α) ó k(β). Entonces, por (2,2,6) existe un isomorfismo

σ : L→ L

tal que σ|k(α) = σ̃ y así σ(α) = β. Pero α ∈M , y así

β = σ(α) = σ|M (α);

y como σ|M : M → L es un monomorfismo tal que (σ|M )|k = id, por
hipótesis se debe tener que σ|M (M) = M , i.e., β = σ|M (α) ∈M , i.e., todas
las raíces de p(x) están en M .
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Lemma 2.3.3. Sean L/k una extensión finita, normal y separable y M un campo
intermedio. Sea τ ∈ Gal(L/k). Entonces:

S(τM) = τS(M)τ−1

donde S(M) = Gal(L/M).

Demostración. Sea γ ∈ S(M)0subseteqGal(L/k) cualquier elemento y sea x′ ∈
τ(M) arbitrario. Así, x′ = τ(x) para algún x ∈M . Entonces

τγτ−1(x′) = τγτ−1(τ(x))
= τγ(x)
= τ(x) ya que x ∈M y γ ∈ Gal(L/M)
= x′,

i.e., τγτ−1 : L→ L deja fijo a τ(M), i.e., para todo γ ∈ S(M) = Gal(L/M) se
tiene que

τγτ−1 ∈ Gal(L/τ(M)) = S(τ(M))

i.e.,
τS(M)τ−1 ⊆ S(τ(M)).

Recíprocamente, tomando S(τ(M)) en lugar de S(M) se tiene que

τ−1(S(τ(M)))τ ⊆ S(M)

y así
S(τ(M)) ⊆ τS(M)τ−1.

Con estos dos lemas, se puede finalizar la demostración del teorema principal.

(4) Sea M un campo intermedio con M/k normal:
Queremos probar que S(M) := Gal(L/M) �Gal(L/k), i.e., queremos mostrar
que para todo τ ∈ Gal(L/k) se tiene que τS(M)τ−1 = S(M).
Ahora, por el lema (2,3,3), τS(M)τ−1 = S(τ(M)), y así lo que debemos probar
es que τ(M) = M .
Pero como τ : L → L es un k-automorfismo entonces τ |M : M → L es un
monomorfismo que deja fijo a k. Y como por hipótesis M/k es normal, se sigue del
lema (2,3,2) que τ(M) = M como se quería.

Supongamos ahora que S(M) � Gal(L/k) es un subgrupo normal. Queremos
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probar que M/k es normal usando el lema (2,3,2), y para ésto sea τ : M → L un
k-monomorfismo con L/k finita normal y consideremos el diagrama siguiente:

L
σ // L

M
τ // τ(M)

k

y observemos que como L/k es finita, normal y separable, por (2,2,16), L es campo
de descomposición de un polinomio separable p(x) ∈ k[x], y así también es campo
de descomposición de p(x) considerado ahora como polinomio en M [x]. Ahora,
como τ |k = id, entonces τ(p(x)) = p(x), y así, L es campo de descomposición de
p(x) ∈ τ(M)[x]. Por la unicidad de los campos de descomposición (2,1,6), se sigue
que existe un isomorfismo σ : L→ L tal que σ|M = τ y por lo tanto σ|k = id, y
así σ ∈ Gal(L/k).
Ahora, como S(M) �Gal(L/k), entonces

σS(M)σ−1 = S(M),

pero, por el lema (2,3,3), σS(M)σ−1 = S(σM) = S(τM), la última igualdad
porque σ|M = τ . Se sigue que

S(M) = S(τM),

y como S es inyectiva por la parte (2) del teorema principal, entonces M = τM
para todo k-monomorfismo τ : M → L, y así por el lema (2,3,2), M/k es normal.

(5) Sea M un campo intermedio de L/k tal que M/k es normal. Queremos probar
que Gal(M/k) ≈ Gal(L/k)/Gal(L/M). Para esto, sea

φ : Gal(L/k)→ Gal(M/k)

definida por
φ(τ) := τ |M

y obsérvese que como M/k es normal, entonces por el lema (2,3,2) se sigue que
τ |M es en efecto un k-automorfismo de M , i.e., τ |M ∈ Gal(M/k). Claramente,
φ es un homomorfismo de grupos. Probaremos que φ es suprayectiva con núcleo
Gal(L/M).
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(i) φ es suprayectivo: Sea σ ∈ Gal(M/k) y consideremos el diagrama

L
τ // L

M
σ //M

k

Como L/k es finita, normal y separable, por el teorema (2,2,16), L es el
campo de descomposición de un polinomio separable p(x) ∈ k[x]. Así,
ciertamente, L también es el campo de descomposición de p(x) considerado
ahora como polinomio enM [x]. Y como σ|k = id, entonces para p(x) ∈ k[x]
se tiene que σ(p(x)) = p(x). Entonces, por la unicidad de los campos de
descomposición (2,2,6) existe un isomorfismo τ : L→ L tal que τ |M = σ,
y así τ |k = σ|k = id, i.e., τ ∈ Gal(L/k) y entonces φ(τ) = τ |M = σ.

(ii) Finalmente,

ker φ = {τ ∈ Gal(L/k) : τ |M = id}
= {τ : L→ L isomorfismo : τ |M = id}
= Gal(L/M).

2.4. Extensiones de Galois infinitas

Sea Ω/k una extensión de Galois posiblemente infinita. En primer lugar, esta la
observación de que Ω es la unión de extensiones de Galois finitas de k, o bien:

Lemma 2.4.1. Cada subextensión finita de Ω/k puede ser cubierta por una subex-
tensión de Galois.

Demostración. Por el teorema del elemento finito, cada subextensión finita es de la
forma f(α), para algún elemento α apropiado. Entonces, cubriremos a k(α) con el
campo separable del polinomio minimo de α, que es Galois sobre k.

Definición 2.4.2. Un sistema inverso de grupos (Gα, φαβ) consiste de:

un conjunto parcialmente ordenado (Λ,≤) tal que para todo (α, β) ∈ Λ
existe algún γ ∈ Λ tal que α ≤ γ, β ≤ γ;



2.4 Extensiones de Galois infinitas 25

para cada α ∈ Λ, existe el grupo Gα;

para cada α ≤ β existe un homomorfismo φαβ : Gβ → Gα tal que φαγ =
φαβ ◦ φβγ para α ≤ β ≤ γ.

El limite inverso del sistema está definido como el subgrupo de los productos
directos

∏
α∈ΛGα que consisten de las sucesiones (gα) tal que φαβ(gβ) = gα para

toda α ≤ β. Se denota por lim←− Gα;

Definición 2.4.3. Un grupo profinito es el limite inverso de un sistema (inverso)
de grupos finitos. Para un número primo p, un pro-p-grupo es el límite inverso de
p-grupos finitos.

Ejemplos.

(1) Todo grupo finito es profinito; es el límite inverso del sistema (Gα, φαβ) con
Gα = G y φαβ = idG.

(2) Tomando Z, sea Λ el conjunto Z>0, ya que cada subgrupo de índice finito
está generado por algún entero positivo m. El orden parcial está inducido por
la relación de división: m|n si y sólo si mZ ⊃ nZ.

Proposición 2.4.1. Sea Ω/k una extensión de Galois de campos. Los grupos de
Galois de subextensiones finitas de Ω/k junto con los homomorfismos φML :
Gal(M/k) → Gal(L/k) forman un sistema inverso cuyo límite inverso es iso-
morfo a Gal(Ω/k). En particular, Gal(Ω/k) es un grupo profinito.

Demostración. Solamente necesitamos probar la parte de los isomorfismos. Para
esto, definimos un homomorfismo de grupos φ : Gal(Ω/k) →

∏
Gal(L/k)

(donde el producto es sobre todas las subextensiones finitas de Galois L/k) como
sigue: tomamos un k-automorfismo σ de Ω y lo mandamos al producto directo de sus
reestricciones a los subcampos L. Entonces σ(L) ⊂ L para toda L (como resultado
de la teoría finita de Galois). El morfismo φ es inyectivo, ya que si un automorfismo
σ no fija un elemento α de ks, entonces su restricción a una subextensión finita
de Galois que contiene a k(α) es no-trivial (dicha extensión siempre existe). Por
otro lado, el teorema fundamental de la teoría de Galois asegura que la imagen de
φ está contenida en lim←− Gal(Ω/k). Veremos ahora que Im(φ) = lim←− Gal(Ω/k):
tomamos un elemento (σL) ∈ lim←− Gal(L/k) y definimos un k-automorfismo σ
de Ω poniendo σ(α) = σL(α) con algunas extensiones de Galois finitas L que
contienen a k(α). El hecho de que σ está bien definido se sigue del hecho de que
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por hipótesis, σL forma un sistema compatible de automorfismos; finalmente, σ
manda a (σL) ∈ lim←− Gal(L/k) por contrucción.

Los grupos profinitos están dotados con una topología natural como sigue: si G es
un limite inverso de un sistema de grupos finitos (Gα, φαβ), dotamos a Gα con la
topología discreta, su producto con la topología producto y el subgrupo G ⊂

∏
Gα

con el subespacio topológico. Se sigue de esta construcción que las proyección
naturales G → Gα son continuas y sus nucleos forman una base de vecindades
abiertas del 1 en G.

Lemma 2.4.4. Sea (Gα, φαβ) un sistema inverso de grupos equipados con la
topología discreta. El límite inverso lim←− Gα es un subgrupo topológicamente
cerrado del producto

∏
Gα.

Demostración. Tomamos un elemento g = (gα) ∈
∏
Gα. Si g /∈ lim←− Gα, tenemos

que mostrar que tiene una vecindad abierta que no intersecta con lim←− Gα. Por
hipótesis, para algunos α y β tenemos que φαβ(gβ 6= gα. Ahora tomamos el subgrupo
de
∏
Gα que consiste de todos los elementos que en la componente α tengan a gα y

en la componente β tengan a gβ . Es abierto porque Gα tiene la topología discreta y
la definición del producto topológico, y además, contiene a g pero no intersecta a
lim←− Gα.

Corolario 2.4.5. Un grupo profinito es compacto y totalmente disconexo (i.e., los
únicos subconjuntos conexos son los subconjuntos de un sólo elemento). Más aún,
los subgrupos abiertos son precisamente los subgrupos cerrados de indice finito.

Teorema 2.4.6. (Krull). Sea L una subextensión de la extensión de Galois Ω/k.
Entonces Gal(Ω/L) es un subgrupo cerrado de Gal(Ω/k). Más aún, los morfismos

L 7→ H := Gal(Ω/L) y H 7→ L := ΩH

definen una biyección includiva-recursiva entre los subcampos Ω ⊃ L ⊃ k y los
subgrupos cerrados H ⊂ G. Una subextensión L/k es Galois sobre k si y sólo
si Gal(Ω/L) es normal en Gal(Ω/k); en este caso existe un isomorfismo natural
Gal(L/k) ' Gal(Ω/k)/Gal(Ω/L).

Demostración. Tomemos una extensión finita separable L/k contenida en Ω. Usan-
do el lema (2,4,1), cubrimos a L/k en una extensión finita de GaloisM/k contenida
en Ω. Entonces Gal(M/k) es uno de los cocientes finitos estándar de Gal(Ω/k),
y contiene a Gal(M/L) como subgrupo. Sea UL la imagen inversa de Gal(M/L)
por la proyección narutal Gal(Ω/k) → Gal(M/k). Como la proyección es con-
tinua y Gal(M/k) tiene la topología discreta, UL es abierto. Demostraremos que
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UL = Gal(Ω/L). De hecho, tenemos que UL ⊂ Gal(Ω/L), ya que cada ele-
mentos de UL fija a L; por otro lado, la imagen de Gal(Ω/L) por la proyección
Gal(Ω/k) → Gal(M/k) está contenido en Gal(M/L), de dónde se concluye
que Gal(Ω/L) ⊂ UL. Ahora, si L/k es una subextensión arbitraria de Ω/k, la
escribimos como una unión de subextensiones finitas Lα/k. Por lo que acabamos de
probar, cada Gal(Ω/Lα) es un subgrupo abierto de Gal(Ω/k), de dónde también
es cerrado (corolario (2,4,5)). Su intersección es precisamente Gal(Ω/L) que es
entonces un subgrupo cerrado; su campo fijo es exactamente L, ya que Ω es Galois
sobre L.
Conversamente, dado un subgrupo cerrado H ⊂ G, éste fija alguna extensión L/k
y por lo tanto está contenido en Gal(Ω/L). Para mostrar la igualdad, sea σ un
elemento de Gal(Ω/L), y tomamos una vecindad fundamental abierta UM de la
identidad en Gal(Ω/L), correspondiente a una extensión de Galois M/L. Ahora,
H ⊂ Gal(Ω/L) se proyecta en Gal(M/L) por la proyección natural; efectivamen-
te, de otro modo su imágen en Gal(M/L) fijaría un subcampo de M estrictamente
mas grande que L de acuerdo con la teoría finita de Galois, lo que contradecería
nuestra hipótesis de que cada elemento de M/L es movido por algún elemento de
H . En particular, algunos elementos de H deben caer (bajo isomorfismo) al mismo
elemento en Gal(M/L) como σ. Por lo tanto, H contiene un elemento del coset
σUM y, como UM es arbitrario, esto implica que σ está en la cerradura de H en
Gal(Ω/L). Pero H es cerrado por hipótesis, de donde se concluye el teorema.
Finalmente, la relación entre subextensiones de Galois y subgrupos normales se
demuestra exactamente igual al caso finito.

Ejemplos.

(1) La extensión Q(
√

2) es una extensión de Galois finita, para verlo solo se
tiene que comprobar que esta extensión es el campo de descomposición del
polinomio x2 − 2.

(2) La cerradura algebraica de Zp es una extensión de Galois finita sobre Zp para
p primo.

(3) La extensión C sobre R es una extensión infinita de Galois.



Capítulo 3

Cohomología de Grupos

El origen del álgebra cohomológica se encuentra en el descubrimiento, por Hu-
rewiez en 1930’s, que si X es un espacio asférico conexo, entonces todos los grupos
de homología y cohomología de X están determinados por el grupo fundamental
π = π1(X). Pero fue el teorema de Hopf en 1944, acerca de acciones de grupos
fundamentales, que llevaron a definir y desarrollar las ideas básicas de cohomología
de grupos. [2] Para desarrollar esta sección usaremos los conocimientos mínimos
requeridos, los cuales son teoría de módulos, teoría de grupos y las definiciones de
resoluciones proyectivas e inyectivas.

3.1. Grupos de cohomología

Si G es un grupo arbitrario y M es un grupo abeliano, diremos que M es un
G-módulo si M es un ZG-módulo, donde ZG es el anillo de grupos generado por
G, es decir, ZG consiste de los elementos de la forma

∑
σ∈G nσσ con nσ ∈ Z y las

sumas son finitas; las operaciones de ZG son las naturales.
Similarmente, si M y N son G-módulos, un G-morfismo φ : M → N es un
ZG-morfismo. Se usará la notación HomG(M,N) := HomZG(M,N).
Ahora, dado un G-módulo M , consideremos el submódulo de M formado por
aquellos elementos que quedan fijos bajo la acción de G:

MG := {x ∈M : σ · x = x para todo σ ∈ G};

claramente MG es un submódulo de M y es el mayor submódulo de M donde G
actúa trivialmente, es decir, si N ⊆ M es cualquier submódulo con una acción
trivial de G, entonces N ⊆MG.
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Lemma 3.1.1. Sea G un grupo y consideremos la función ()G : G−Mód→ Ab
que a cada G-módulo M le asocia el grupo abeliano MG, donde G−Mód es la
categoría de G-módulos izquierdos y Ab denota a la categoría de grupos abelianos.
Entonces,

(1) Si θ : M → N es un G-morfismo, entonces la restricción de θ a MG tiene su
imagen en NG y por lo tanto induce θ̃ : MG → NG. Se tiene así un funtor
covariante

( )G : G−Mód→ Ab

(2) Más aún, el funtor ( )G es exacto izquierdo y por lo tanto aditivo.

(3) Existe un isomorfismo natural

( )G → HomG(Z, ),

donde Z es un G-módulo trivial i.e., σx = x para todo x ∈ Z y todo σ ∈ G.

Demostración. (1): Dado x ∈ MG, para θ(x) ∈ N y para todo σ ∈ G, se tiene
que σ ·(θ(x)) = θ(σ ·x) = θ(x), la primera igualdad porque θ esG-morfismo
y la segunda igualdad porque σx = x. Se sigue que θ(x) ∈ NG y se verifica
que ( )G es un funtor covariante.

(2): Dada una sucesión exacta de G-módulos 0→M ′
φ−→M

ψ−→M ′′, queremos
mostrar que la sucesión

0→M ′G
φ̃−→MG ψ̃−→M ′′G

es exacta.
Para comenzar, φ̃ es inyectivo ya que es la restricción de φ que es inyectivo.
La inclusión Im(φ̃) ⊆ Ker(ψ̃) es porque ψ̃ ◦ p̃hi = ψ ◦ φ = 0 (la primera
igualdad porque las funciones son reestricciones y la segunda igualdad por la
exactitud de la sucesión inicial).
Finalmente, Ker(ψ̃) ⊆ Im(φ̃) ya que si x ∈ Ker(ψ̃) ⊆ MG entonces
0 = ψ̃(x) = ψ(x) y así x ∈ Ker(ψ) = Im(φ) y por lo tanto existe un
y ∈M ′ tal que x = φ(y).
Mostraremos que y ∈M ′G. En efecto, para todo σ ∈ G

φ(y) = x = σ · x = σ · φ(y) = φ(σ · y),
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(la última igualdad porque φ es G-morfismo), y como φ es inyectiva se sigue
que φ · y = y.

(3): Sea M un G-módulo y definamos ηM : HomG(Z,M) → MG mediante
ηM (φ) = θ(1). Entonces,

(i): φ(1) ∈MG ya que para toda σ ∈ G se tiene que σ · φ(1) = φ(σ · 1) = φ(1),
la primera igualdad porque φ es G-morfismo y la segunda igualdad porque
σx = x para toda x ∈ Z, en particular σ · 1 = 1.

(ii): Claramente ηM es un homomorfismo de grupos abelianos.

(iii): ηM es inyectivo ya que si φ(1) = ηM (φ) = 0 entonces para todo n ∈ Z,
φ(n) = φ(n · 1) = n · φ(1) = n · 0 = 0 i.e, φ = 0.

(iv): ηM es suprayectivo ya que si x ∈ MG, definimos φx : Z → M mediante
φx(1) := x y lo extendemos linealmente a todo Z, en particular φx(m) =
φx(m · 1) = mφx(1) = mx. Se tiene que φx es un G-morfismo ya que si
σ ∈ G y m ∈ Z, entonces

φx(σm) = φx(m) = mx = m(σx) = σ(mx) = σφx(m),

la primera igualdad porque σm = m y la tercera porque x ∈MG.

Definición 3.1.2. Si M es un G-módulo y q ≥ 0 es un entero, el q − ésimo grupo
de cohomología de G con coeficientes en M es

Hq(G,M) := RqHomG(Z,M) = ExtqZG(Z,M)

Así, los funtores ExtqZG(Z, ) son los funtores derivados derechos del funtor
HomG(G, ) por lo que los grupos de cohomología Hq(G,M) se calculan to-
mando una resolución proyectiva del G-módulo Z (o una resolución inyectiva del
módulo M ), digamos

P : · · · → P2
d2−→ P1

d1−→ P0
ε−→ Z→ 0,

después se descabeza el complejo P eliminando el módulo Z y se aplica el funtor
contravariante HomG( ,M) a este complejo descabezado para formar el nuevo
complejo de grupos abelianos:

HomG(P0,M)
d∗1−→ HomG(P1,M)

d∗2−→ HomG(P2,M)
d∗3−→ . . . ,
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cuya cohomología es por definición

Hq(G,M) := ExtqZG(Z,M) := Ker(d∗q+1)/Im(d∗q).

Observación. Las propiedades usuales de los funtores derivados se traducen a
este contexto como sigue:

(1): H0(G,M) ' HomG(Z,M) 'MG.

(2): Hq(G,M) = 0 para toda q ≥ 1 si M es un G-módulo inyectivo.

(3): Dada cualquier sucesión exacta corta de G-módulos

0→M ′
φ−→M

ψ−→M ′′ → 0,

se tiene asociada la sucesión larga de cohomología:

0→M ′G
φ−→MG ψ−→M ′′G

δ−→ H1(G,M ′) φ∗−→ H1(G,M) ψ∗−→

ψ∗−→ H1(G,M ′′) δ−→ . . .

donde los morfismos de conexión δ dependen funtorialmente de la sucesión
exacta de G-módulos dada.

Resoluciones. Como un ejemplo importante consideraremos la resolución
proyectiva (de hecho, libre) de Z dada como sigue: se toma como Pn al Z-módulo
libre con base el conjunto de (n + 1) − adas(σ0, . . . , σn) de elementos de G y
donde el grupo G actúa en Pn mediante traslaciones, i.e., para σ ∈ G

σ · (σ0, . . . , σn) = (σσ0, . . . , σσn),
y así, los Pn son, en efecto, G-módulos y de hecho son G-módulos libres con una
base dada por las (n+ 1)− adas de la forma (1, σ1, . . . , σn) ∈ Gn+1.
Los morfismos dn : Pn → Pn−1 se definen, en los generadores, mediante la
fórmula

dn(σ0, . . . , σn) =
n∑
j=0

(−1)j(σ0, . . . , σ̂j , . . . , σn),

donde el símbolo σ̂j indica el elemento correspondiente que ha sido omitido. Final-
mente, el morfismo ε : P0 → Z se define enviando cada generador (σ0) de P0 a
ε(σ0) = 1. Observemos que P0 = ZG y el morfismo ε : P0 = ZG→ Z está dado
por ε(

∑
σ∈Gmσ · σ) =

∑
σ∈Gmσ, i.e., es el morfismo de aumentación. Más aún,

ε : ZG→ Z es claramente un epimorfismo de anillos y su núcleo IG ⊆ ZG es un
ideal bilateral de ZG llamado el ideal de aumentación.
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Proposición 3.1.1. La sucesión de Z de G-módulos libres

P : . . . di+1−−−→ Pi
di−→ Pi−1

di−1−−−→ . . .
d2−→ P1

d1−→ P0
ε−→ Z→ 0

es exacta.

Demostración. Primero veremos que es un complejo, i.e., que ε ◦ d1 = 0 y
dn−1 ◦ dn = 0. En efecto, para todo generador (σ0, σ1) ∈ P1 se tiene que
εd1(σ0, σ1) = ε[(−1)0(σ̂0, σ1) + (−1)1(σ0, σ̂1)] = ε[(σ1)− (σ0)] = 1− 1 = 0.
Ahora, si n ≥ 2,

dn−1 ◦ dn(σ0, . . . , σn) = dn−1

[
n∑
j=0

(−1)j(σ0, . . . , σ̂j , . . . , σn)
]

=
n∑
j=0

(−1)jdn−1(σ0, . . . , σ̂j , . . . , σn)

=
n∑
j=0

(−1)j
[j−1∑
i=0

(−1)i(σ0, . . . , σ̂i, . . . , σ̂j . . . , σn)

+
n∑

i=j+1
(−1)i−1(σ0, . . . , σ̂j , . . . , σ̂i, . . . , σn)

]
(nótese que recorrimos un lugar los índices en la segunda suma, por eso aparece el
exponente i− 1 en el (−1)).
Observamos ahora que los sumandos con los pares omitidos σ̂i y σ̂j ocurren en la
primera suma con el coeficiente (−1)j(−1)i = (−1)i+j y ocurren en la segunda
suma con el coeficiente (−1)j(−1)i−1 = (−1)i+j−1 y por lo tanto se cancelan. Se
sigue que dn−1 ◦ dn=0.
Finalmente, para probar que el complejo P es exacto es suficiente probar que el
morfismo identidad 1P es nulhomótopo, i.e., que en el diagrama siguiente

Pn+1

1
��

dn+1
// Pn

sn

||

1
��

dn // Pn−1
sn−1

||

1
��

// · · · // P1

1
��

d1 // P0
s0

~~

1
��

ε // Z
s−1

��

1
��

// 0

Pn+1
dn+1

// Pn
dn
// Pn−1 // · · · // P1

d1
// P0 ε

// Z // 0

existen morfismos sn : Pn → Pn+1 con las propiedades siguientes:

sn−1 ◦ dn + dn+1 ◦ sn = 1
s−1 ◦ ε+ d1 ◦ s0 = 1

ε ◦ s−1 = 1
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Los morfismos sn se definen como sigue: s−1 : Z → P0 está dado por: 1 7→ 1,
donde el segundo 1 es la identidad de G.
Para n ≥ 0, sn : Pn → Pn+1 está dado por: (σ0, . . . , σn) 7→ (1, σ0, . . . , σn).
Ahora veremos que efectivamente las propiedades se cumplen:

(1): (sn−1 ◦ dn + dn+1 ◦ sn)(σ0, . . . σn)

= sn−1(
n∑
j=0

(−1)j(σ0, . . . , σ̂j , . . . , σn)) + dn+1(1, σ0, . . . , σn)

=
n∑
j=0

(−1)j(1, σ0, . . . , σ̂j , . . . , σn) + (σ0, . . . , σn)

+
n∑
j=0

(−1)j+1(1, σ0, . . . , σ̂j , . . . , σn)

= (σ0, . . . , σn)

(2): (s−1 ◦ ε+ d1 ◦ s0)(σ0) = s−1(1) + d1(1, σ0)

= 1 + σ0 − 1 = σ0

(3): (ε ◦ s−1)(1) = ε(1) = 1

El paso siguiente es identificar los HomG(Pi,M) pra los Pi anteriores: un
elemento φ ∈ HomG(Pi,M) está determinado por sus valores en los genera-
dores (σ0, . . . , σn) de Pi y como φ debe ser un G-morfismo, entonces debe ser
G-covariante, i.e., para todo σ ∈ G

φ(σ(σ0, . . . , σn)) = σφ(σ0, . . . , σn).

Los morfismos di : Pi → Pi−1 inducen homomorfismos

d∗i : HomG(Pi−1,M)→ HomG(Pi,M)

dados por:

φ 7→ (d∗iφ)(σ0, . . . , σn) = φdi(σ0, . . . , σn) =
i∑

j=0
(−1)jφ(σ0, . . . , σ̂j , . . . , σi).
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Por lo visto anteriormente, una i-cocadena φ ∈ HomG(Pi,M) está determina-
da por sus valores en los generadores (σ0, . . . , σn) de Pi, y como también debe ser
G-covariante entonces

φ(σ0, . . . , σn) = φ(σ0(1, σ−1
0 σ1, . . . , σ

−1
0 σi)) = σ0φ(1, σ−1

0 σ1, . . . , σ
−1
0 σi),

es decir, φ está determinada por sus valores en los generadores de Pi de la forma
(1, σ1, . . . , σi). Esto nos lleva a considerar otra resolución ZG-libre de Z mediante
coordenadas no homogéneas dada como sigue: si n > 0 sea Qn el ZG-módulo
libre con base las n-adas [σ1, . . . , σn] de Gn; y si n = 0 sea Q0 el G-módulo libre
generado por un símbolo denotado por [ ].

Lemma 3.1.3. Para toda n ≥ 0, Pn ' Qn como ZG-módulos.

Demostración. Sea φn : Qn → Pn dado por:

φn[σ1, . . . , σn] := (1, σ1, σ1σ2, σ1σ2σ3, . . . , σ1σ2 · · ·σn);

así, φn manda un básico de Qn a un básico de Pn. La inversa de φn es el morfismo
ψn : Pn → Qn dado por:

ψn(σ0, . . . , σn) := σ0[σ−1
0 σ1, σ

−1
1 σ2, . . . , σ

−1
n−1σn].

Si aplicamos la composición directamente se ve que estos morfismos son inversos
uno del otro.

Corolario 3.1.4. Existen morfismos únicos δn : Qn → Qn−1 para toda n ≥ 1,
tales que los diagramas siguientes conmutan:

Pn
dn // Pn−1

ψn−1
��

Qn

φn

OO

δn
// Qn−1

es decir, δn = ψn−1 ◦ dn ◦ φn (ya que ψ−1
n = φn).

Explícitamente, los morfismos δn están dados por la fórmula:

δn[σ1, . . . , σn] = σ1[σ2, . . . , σn] +
n−1∑
i=1

(−1)i[σ1, . . . , σiσi+1, . . . , σn]+

+(−1)n[σ1, . . . σn−1].
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En particular,

δ1[σ] = σ[ ]− [ ],

δ2[σ, σ′] = σ[σ′]− [σσ′] + [σ′],
y

δ3[σ, σ′, σ′′] = σ[σ′, σ′′]− [σσ′, σ′′] + [σ, σ′σ′′]− [σ, σ′].

Demostración. Sólo necesitamos verificar que δn = ψn−1 ◦ dn ◦ φn nos da la
fórmula deseada. En efecto,

δn[σ1, . . . , σn] = ψn−1 ◦ dn ◦ φn[σ1, . . . , σn]
= ψn−1 ◦ dn(1, σ1, σ1σ2, . . . , σ1σ2 · · ·σn)

= ψn−1

 n∑
j=0

(−1)j(1, σ1, . . . , ̂σ1 · · ·σj , . . . , σ1 · · ·σn)


= ψn−1((σ1, . . . , σ1 · · ·σn)

+
n−1∑
j=1

(−1)j(1, . . . , ̂σ1 · · ·σj , . . . , σ1, · · · , σn)

+ (−1)n(σ1, . . . , σ1 · · ·σn−1)
= ψn−1(σ1, . . . , σ1 · · ·σn)

+
n−1∑
j=1

(−1)jψn−1(1, . . . , ̂σ1 · · ·σj , . . . , σ1 · · ·σn)

+ (−1)nψn−1(1, . . . , σ1 · · ·σn
= σ1[σ−1

1 σ1σ2, (σ1σ2)−1σ1σ2σ3, . . . , (σ1 · · ·σn−1)−1σ1 · · ·σn]

+
n−1∑
j=1

(−1)j1[σ1, σ
−1
1 (σ1σ2), . . . , (σ1 · · ·σj−1)−1σ1 · · ·σj+1, . . .

(σ1 · · ·σn−1)−1σ1 · · ·σn]
+ (−1)n[σ1, σ

−1
1 (σ1σ2, . . . , (σ1 · · ·σ−1

n−2σ1 · · ·σn−1]

= σ1[σ2, . . . , σn] +
n−1∑
j=1

(−1)j [σ1, . . . , σjσj+1, . . . , σn]

+ (−1)n[σ1, . . . , σn−1].
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Proposición 3.1.2. La sucesión de ZG- módulos libres

Q : · · · → Qn
δn−→ Qn−1 → · · · → Q1

δ1−→ Q0
ε−→ Z→ 0

es una resolución proyectiva de Z.

Demostración. Q es un complejo de cadena ya que ε ◦ δ1 = 0 y para toda n ≥ 2
se tiene que

δn−1 ◦ δn : = (ψn−2 ◦ dn−1 ◦ φn−1) ◦ (ψn−1 ◦ dn ◦ φn)
= ψn−2dn−1dnφn ya que φn−1ψn−1 = 1
= ψn−2(0)φn ya que dn−1dn = 0
= 0.

Finalmente, como por definición de δn los cuadrados del corolario previo conmutan,
entonces se tiene un morfismo de complejos de cadena ψ = (ψn) : P → Q que
es un isomorfismo con inverso φ = (φn), y que por lo tanto induce isomorfismos
en la cohomología de los complejos P y Q, pero como P es exacto, entonces
Hn(Q) ' Hn(P) = 0 para toda n ≥ 0, es decir, Q es una sucesión exacta.

Observación. Para el complejoQ anterior, las n-cocadenas φ ∈ HomG(Qn,M)
son funciones G-covariantes φ : Qn → M determinadas por sus valores en los
generadores [σ1, . . . , σn] de Qn y por lo tanto las podemos ver como funciones
G-covariantes φ : G× · · · ×G→M . Entonces, los δn : Qn → Qn−1 inducen
las cofronteras

δ∗n : HomG(Qn−1,M)→ HomG(Qn,M)

dadas por la fórmula (para φ ∈ HomG(Qn−1,M)):

δ∗n[σ1, . . . , σn] = φ ◦ δn[σ1, . . . , σn]

= φ(σ1[σ2, . . . , σn] +
n−1∑
i=1

(−1)i[σ1, . . . , σiσi+1, . . . , σn]

+ (−1)n[σ1, . . . , σn−1]

= σ1φ[σ2, . . . , σn] +
n−1∑
i=1

(−1)i[σ1, . . . , σiσi+1, . . . , σn]

+ (−1)nφ[σ1, . . . , σn−1].
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El grupo H1(G,M). Para calcular este grupo, consideremos la parte del complejo
inducido por Q = {(Qn, δn)} que nos interesa:

· · · → HomG(Q0,M)
δ∗1−→ HomG(Q1,M)

δ∗2−→ HomG(Q2,M)→ · · ·

donde los δ∗n están dados por la fórmula anterior. Así, para n = 1, para que una
1-cocadena φ ∈ HomG(Q1,M) sea un 1-cociclo, es decir, δ∗2(φ) = 0, se requiere
que la función φ : Q1 →M satisfaga la condición

0 = δ∗2(φ) ∈ HomG(Q2,M),

es decir,

0 = δ∗2(φ)[σ, σ′] = σφ[σ′] + (−1)1φ[σσ′] + (−1)2φ[σ]

= σφ[σ′]− φ[σσ′] + φ[σ],

y por lo tanto la función φ : G→M satisface la identidad

φ(σσ′) = σφ(σ′) + φ(σ).

Se suele llamar a una tal función φ : G→M un morfismo cruzado.

Finalmente, un 1-cociclo φ ∈ HomG(Q1,M), i.e., un morfismo cruzado φ :
G → M , es una 1-cofrontera si y sólo si φ = δ∗1φ

′ con φ′ ∈ HomG(Q0,M) =
HomG(ZG,M), y como Q0 = ZG está generado por [ ] entonces φ′ está
determinado por su valor en este generador φ′[ ] =: x ∈ M . Ahora, como
φ = δ∗1φ

′ ∈ HomG(Q1,M) está dado por

φ[σ] = δ∗1φ
′[σ] = φ′δ1[σ] = φ′(σ[ ]− [ ]) = σφ′[ ]− φ′[ ] = σx− x,

entonces
φ(σ) = σx− x para algún x ∈M,

es decir, un 1-cociclo φ ∈ HomG(Q1,M) es una 1-cofrontera si y sólo si existe
x ∈M tal que φ(σ) = σx− x para todo σ ∈ G. Esto nos describe completamente
el grupo H1(G,M) = { 1-cociclos }/{ 1-cofronteras }.

Como un caso particular observamos que, si G opera trivialmente en M , es decir,
si σx = x para todo σ ∈ G y todo x ∈ M , entonces φ ∈ HomG(Q1,M) es un
1-cociclo si y sólo si φ : G→M satisface

φ(σσ′) = σφ(σ′) + φ(σ) = φ(σ′) + φ(σ),
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(ya que σφ(σ′) = φ(σ′) porque la acción es trivial), es decir,

φ(σσ′) = φ(σ) + φ(σ′),

para todos los σ, σ′ ∈ G y por lo tanto φ : G → M es un homomorfismo de
grupos y así Ker(δ∗2) = Hom(G,M).
Pero Im(δ∗1) = 0 ya que para todo φ′ ∈ Hom(G,M) se tiene que δ∗1φ

′ ∈
HomG(Q1,M) satisface

δ∗1φ
′[σ] = σx− x = x− x = 0

(ya que σx = x porque la acción es trivial). Se sigue que

H1(G,M) = Ker(δ∗2/Im(δ∗1) ' Hom(G,M).

El grupo H2(G,M) y extensiones de grupos. Para calcular este grupo, conside-
remos la parte del complejo inducido por Q = {(Qn, δn)} que nos interesa:

· · · → HomG(Q1,M)
δ∗2−→ HomG(Q2,M)

δ∗3−→ HomG(Q3,M)→ · · ·

donde los δ∗n están dados por la fórmula previa. Así, para n = 2, una 2-cocadena
φ ∈ HomG(Q2,M) es un 2-cociclo, es decri, δ∗3(φ) = 0, si la función φ : Q2 →
M satisface la condición

0 = δ∗3(φ) ∈ HomG(Q3,M),

es decir,

0 = δ∗3(φ)[σ, σ′, σ′′]
= σφ[σ′, σ′′] + (−1)1φ[σσ′, σ′′] + (−1)2φ[σ, σ′σ′′] + (−1)3φ[σ, σ′]
= σφ[σ′, σ′′]− φ[σσ′, σ′′] + φ[σ, σ′σ′′]− φ[σ, σ′]

Y por lo tanto la función φ : : G×G→M satisface la identidad

σφ[σ′, σ′′]− φ[σσ′, σ′′] + φ[σ, σ′σ′′]− φ[σ, σ′] = 0.

Se suele llamar a una función φ : G×G→M un conjunto factor. Para explicar
esto, usando los conceptos involucrados, sería de la siguiente forma: dado el grupo
(no necesariamente abeliano) G y el grupo abeliano M , ¿qué grupos E existen tales
que contienen a M como un subgrupo normal y además el grupo cociente E/M es
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G? En otras palabras, lo que queremos es que E esté en una sucesión exacta corta
de la forma:

ε : 1→M
i−→ E

ρ−→ G→ 1,
donde además hay una acción de G en M . Notamos además que como G = E/M ,
la acción de G en M está daad por conjugación, i.e., para todo σ ∈ G y x ∈M se
tiene que σ · x = σ̃xσ̃−1, donde σ̃ ∈ E es una preimagen, bajo ρ, de σ ∈ G.
A la sucesión ε se le llama una extensión de M con cociente G. Un ejemplo de una
tal extensión está dada por

1→M →M oG→ G→ 1,

donde M oG es el producto semidirecto de G con M , i.e., los elementos de M oG
son de la forma xσ con x ∈M, σ ∈ G y la ley de composición está dada por

(xσ)(zτ) = x(z)σστ

donde zσ denota la acción de σ ∈ G sobre z ∈M . El morfismo i : M →M oG
es la inclusión i(x) = x · 1 y el morfismo ρ : M oG→ G es ρ(xσ) = σ.

Se dice que dos extensiones ε, ε′ de M con cociente G son equivalentes (deno-
tado ε ∼ ε′), si existe un diagrama conmutativo de la forma:

1 //M
i // E

φ
��

ρ
// G // 1

1 //M
i′
// E′

ρ′
// G // 1

i.e., si existe un morfismo φ : E → E′ que hace conmutativo el diagrama anterior.
Nótese que, por el lema del quinto, φ necesriamente resulta ser un isomorfismo.
Se sigue que la relación ε ∼ ε′ es una relación de equivalencia en el conjunto
de extensiones de M por G. Denotemos con Ext(M,G) al conjunto cociente. La
extensión dada por el producto semidirecto M oG nos da un elemento distinguido
en el conjutno Ext(M,G).

El teorema siguiente nos dice que Ext(M,G) es un grupo abeliano isomorfo
a H2(G,M):

Teorema 3.1.5. Si G es un grupo (no necesariamente abeliano) y M es un grupo
abeliano con una acción de G, entonces se tiene una biyección

H2(G,M) ' Ext(M,G)

que manda el elemento neutro deH2(G,M) en el elemento distinguido deExt(M,G).
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Demostración. Primero definimos una función Φ : Ext(M,G) → H2(G,M)
como sigue: dada una clase [ε] ∈ Ext(M,G) representada por la sucesión exacta
ε : 1 → M

i−→ E
ρ−→ G → 1, sea s : G → E una sección i.e., una función

(que, en general no es un homomorfismo) tal que ρ ◦ s = idG. Nótese que como
G = E/M , entonces s es un sistema de representantes de las clases laterales de
G = E/M , por lo que, pensando a M como un subgrupo de E, todo elemento
γ ∈ E se puede escribir en forma única como

γ = xs(σ) con x ∈M y σ ∈ G (3.1)

y se tiene que para σ ∈ G y x inM :

s(σ)x = (s(σ)xs(σ)−1)s(σ) = xs(σ)s(σ), (3.2)

donde xs(σ) = s(σ)xs(σ)−1 es el conjugado de x por s(σ).
Ahora, si σ, τ ∈ G consideremos su producto στ ∈ G y los elementos s(σ), s(τ), s(στ)
deE correspondientes. En general, s no es un homomorfismo, sin embargo, s(σ)s(τ)
y s(στ) están en la misma clase lateral de E módulo M , ya que

ρ(s(σ)s(τ)) = ρs(σ)ρs(τ) = στ = ρs(στ)

por lo que s(σ)s(τ)M = s(στ)M y por lo tanto existe un elemento x(σ, τ) ∈M
tal que

s(σ)s(τ) = x(σ, τ)s(στ), (3.3)

y la función x : G×G→M así definida satisface que x(σ, τ) = 1 = x(1, σ) ya
que s(1) = 1 y σ · 1 = σ = 1 · σ.
La asociatividad del producto en E implica que x : G×G→M es un 2-cociclo
ya que, por (3):

(s(σ)s(τ))s(θ) = x(σ, τ)s(στ)s(θ) = x(σ, τ)x(στ, θ)s(στθ)

y,

s(σ)(s(τ)s(θ)) = s(σ)x(τ, θ)s(τθ) = x(τ, θ)s(σ)s(σ)s(τσ) = x(τ, θ)s(σ)x(σ, τθ)s(στθ),

donde en la penúltima igualdad se uso (2). Igualando las dos expresiones anteriores
y cancelando el factor común, obtenemos

x(σ, τ)x(στ, θ) = x(τ, θ)s(σ)x(σ, τθ),

i.e.,
x(τ, θ)s(σ)x(σ, τθ)x(στ, θ)−1x(σ, τ)−1 = 1,
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i.e., x( , ) es un conjunto factor, en notación multiplicativa, ya que la acción de G
en x(τ, σ) está dada por σx(τ, σ) = x(τ, σ)s(σ), i.e., x es un 2-cociclo.
Se obtiene así una clase de cohomología [x] ∈ H2(G,M) y queremos definir
Φ[ε] = [x] ∈ H2(G,M). Para que esta sea una buena definición, necesitados dos
hechos:

(A). La clase [x] no depende de la elección de la sección s : G → E, i.e.,
no depende de la elección del sistema de representantes de G = E/M .

(B). La clase [x] no depende de la elección del representante ε de la clase de
equivalencia [ε] ∈ Ext(M,G).

La demostración es como sigue:

(A). Si s′ : G → E es otra sección de ρ, entonces para cualquier σ ∈ G,
ρs′(σ) = σ = ρs(σ) en G = E/m, por lo que existe y(σ) ∈M tal que

s′(σ) = y(σ)s(σ). (3.4)

Ahora, usando la sección s′ y dados σ, τ ∈ G, procedemos como antes para probar
(3), de tal forma que existe un elemento z(σ, τ) ∈M tal que

s′(σ)s′(τ) = z(σ, τ)s′(σ, τ), (3.5)

lo cual define de la misma manera un 2-cociclo z : G×G→M y se tiene que:

s′(σ)s′(τ) = z(σ, τ)s′(στ)
= z(]σ, τ)y(στ)s(στ) por (4)

= z(σ, τ)y(στ)x(σ, τ)−1s(σ)s(τ) por (3)

= z(σ, τ)y(στ)x(σ, τ)−1y(σ)−1s′(σ)y(τ)−1s′(τ) por (4)

= z(σ, τ)x(σ.τ)−1y(στ)y(σ)−1s′(σ)y(τ)−1s′(τ)
ya que M es abeliano y x(σ, τ), y(σ, τ) ∈M
= z(σ, τ)x(σ, τ)−1y(στ)y(σ)−1s′(σ)y(τ)−1s′(σ)−|s′(σ)s′(τ)

= z(σ, τ)x(σ, τ)−1y(στ)y(σ)−1
(
y(τ)s′(σ)

)−1
s′(σ)s′(τ),

de donde, cancelando s′(σ)s′(τ) y poniendo w(σ, τ) := y(τ)s′(σ)y(σ)y(στ)−1 se
tiene que 1 = z(σ, τ)x(σ, τ)−1w(σ, τ)−1, .i.e,

z(σ, τ) = x(σ, τ)w(σ, τ),
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donde w(σ, τ) es una 2-cofrontera por la segunda fórmula particular de (3,1,4) en
notación multiplicativa. Se sigue que

[z(σ, τ)] = [x(στ)],

como se quería.

(B). Si ε ∼ ε′ : 1 → M → E′ → G → 1, entonces existe un diagrama
conmutativo

1 //M
i // E

φ
��

ρ
// G

s
uu

// 1

1 //M
i′
// E′

ρ′
// G

s′
jj

// 1

y así, s′ = φ ◦ s, por lo que para todo σ ∈ G se tiene que s′(σ) = φs(σ). Entonces
para la clase de cohomología [x] contruida usando la extensión ε y la sección
s, y para toda σ, τ ∈ G se tiene que s′(σ) = φs(σ). Entonces, para la clase de
cohomología [x] construida usando la extensión ε y la sección s, y para σ, τ ∈ G se
tiene que

s′(σ)s′(τ) = φs(σ)φs(τ) = φ(s(σ)s(τ))
= φ(x(σ, τ)s(στ))
= φ(x(σ, τ))φs(στ)
= x(σ, τ)s′(στ),

la última igualdad porque φ restringida a M ] es la identidad por la conmutatividad
del cuadrado izquierdo del diagrama anterior, y porque s′ = φ ◦ s. Se sigue que

s′(σ)s′(τ) = x(σ, τ)s′(στ)

que es precisamente la igualdad que se usa para definir la clase de cohomología
asociada a ε′ y s′. Por lo tanto las extensiones ε y ε′ dan lugar al mismo 2-cociclo x.

Para mostrar que Φ es biyectiva, construiremos su inversa

Ψ : H2(G,M)→ Ext(M,G)

como sigue: toda clase de cohomología c ∈ H2(G,M) contiene un 2-cociclo
normalizado x(σ, τ), esto es, un 2-cociclo tal que x(σ, 1) = 1 = x(1, σ), para ver
esto, si x(σ, τ) es un 2-cociclo arbitrario en c, entonces de la igualdad

x(στ, θ)x(σ, τ) = x(σ, τθ)x(τ, θ)σ
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se sigue que, para τ = 1 = θ, x(σ, 1)x(σ, 1) = x(σ, 1)x(1, 1)σ y por lo tanto

x(σ, 1) = x(1, 1)σ (3.6)

y para σ = 1 = τ se tiene que x(1, θ)x(1, 1) = x(1, θ)x(1, θ)1 y por lo tanto

x(1, 1) = x(1, θ). (3.7)

Poniendo y(σ) := x(1, 1) para todo σ ∈ G, se obtiene una 2-cofrontera

y(σ, τ) := y(σ)y(στ)−1y(τ)σ (3.8)

y el 2-cociclo
x′(σ, τ) := x(σ, τ)y(σ, τ)−1.

que está en la misma clase de cohomología que x(σ, τ); está normalizado ya que:

x′(σ, 1) = x(σ, 1)y(σ, 1)−1

= x(σ, 1)
(
y(σ)y(σ)−1y(1)σ

)−1

= x(σ, 1)(x(1, 1)σ)−1 por definición y(1) = x(1, 1)
= x(1, 1)σ(x(1, 1)σ)−1 por (6)

= 1,

y también

x′(1, τ) = x(1, τ)y(1, τ)−1

= x(1, τ)
(
y(1)y(τ)−1y(τ)1

)−1

= x(1, τ) (x(1, 1))−1 por definición y(1) = x(1, 1)
= x(1, 1)(x(1, 1)−1 por (7)

= 1.

Así, podemos elegir un 2-cociclo normalizado x(σ, τ) en la clase c ∈ H2(G,M).
Consideremos ahora el conjunto M ×G con la multiplicación definida mediante:

(a, σ)(b, τ) := (x(σ, τ)abσ, στ).

(i) Este producto es asociativo. En efecto,

((a, σ)(b, τ))(c, θ) = (x(σ, τ)abσ, στ)(c, θ)
= (x(στ, θ)x(σ, τ)abσcστ , στθ)
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y

(a, σ)((b, τ)(c, θ)) = (a, σ)(x(τ, θ)bcτ , τθ)
= (x(σ, τθ)a(x(τ, θ)bcτ )σ, στθ)
= (x(στ, θ)x(σ, τ)abσcστ , στθ)

la última igualdad porque M es abeliano y x(τ, θ), a ∈ M . Se sigue que
((a, σ)(b, τ))(c, θ) = (a, σ)((b, τ)(c, θ)).

(ii) El (1, 1) ∈M ×G es neutro para el producto anterior, ya que:

(a, σ)(1, 1) = (x(σ, 1)a · 1σ, σ · 1) = (x(σ, 1)a, σ) = (a, σ)

porque x(σ, 1) = 1 ya que x está normalizado.

(iii) Si (a, σ) ∈M ×G entonces
(
((x(σ, σ−1)a)−1)σ−1

, σ−1
)

es su inverso, ya
que

(a, σ)(((x(σ, σ−1)a)−1)σ−1
, σ−1) = (x(σ, σ−1)a(((x(σ, σ−1)a)−1)σ−1)σ, σσ−1)

= (x(σ, σ−1)ax(σ, σ−1)a)−1, 1)
= (x(σ, σ−1)aa−1(x(σ, σ−1))−1, 1)
= (1, 1).

Así, M × G es un grupo con la operación anterior y lo denotaremos mediante
M×̂G; observando que se tienen morfismos M → M×̂G dado por a 7→ (a, 1) y
M×̂G→ G dado por (a, σ) 7→ σ, de tal forma que la sucesión siguiente es exacta:

Ĝ : 1→M →M×̂G→ G→ 1.

Observamos también que G actúa en el grupo M como sigue: se tiene una sección
s : G→M×̂G dada por s(σ) := (1, σ) y, por definición del inverso en M×̂G, se
tiene que s(σ)−1 = ((s(σ, σ−1)−1)σ−1

, σ−1) y así, para cualquier a ∈ M , como
M ⊆M×̂G identificamos a a = (a, 1) ∈M×̂G y se tiene entonces:

s(σ)(a, 1)s(σ)−1 = (1, σ)(a, 1)((x(σ, σ−1)−1)σ−1
, σ−1)

= (x(σ, 1)aσ, σ)((x(σ, σ−1)−1)σ−1
, σ−1)

= (x, (σ, σ−1)x(σ, 1)aσ((x(σ, σ−1)−1)σ−1)σ, 1)
= (aσ, 1) ya que x(σ, 1) = 1
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es decir, G actúa en M por conjugación. Se sigue que Ĝ es un elemento de
Ext(M,G) y la idea es definir

Ψ(c) := [Ĝ] ∈ Ext(M,G),

y para ver que ésta es una buena definición debemos probar que no depende de la
elección del 2-cociclo normalizado en la clase de cohomología c.
En efecto, si x′(σ, τ) es otro cociclo normalizado en c, entonces x′(σ, τ)x(σ, τ)y(σ, τ)−1

con y(σ, τ) = y(σ)y(στ)]−1y(τ)σ una 2-cofrontera. SeaM×̃G el conjuntoM×G
con la operación de grupo definida usando el cociclo x′(σ, τ) y definamos la función

f : M×̂G→M×̃G

mediante f(a, σ) := (y(σ)a, σ). Entonces, f es un homomorfismo de grupos
(Observando que y(1) = 1 ya que 1 = x′(1, σ) = x(1, σ)y(1)−1 = y(1)−1), y el
diagrama siguiente conmuta:

1 //M
i //M×̂G

f
��

// G // 1

1 //M //M×̃G // G // 1

se sigue que [Ĝ] = [G̃] en Ext(M,G) y por lo tanto Ψ está bien definida.
Finalmente, Ψ es inversa de Φ ya que si

1 //M
i // E ρ

// G
s

uu
// 1

es una extensión deM porG y si x(σ, τ) es el 2-cociclo correspondiente a la sección
s, i.e., Φ[ε] = [x(σ, τ)], sea M×̂G la extensión asociada a x(σ, τ). Entonces, la
función f : M×̂G→ E dada por f(a, σ) := i(a)s(σ), es un homomorfismo que
hace equivalentes las extensiones ε y M×̂G y por lo tanto Ψ ◦ Φ[ε] = [M×̂G] =
[ε].

En general, no se tienen interpretaciones concretas, como en los casos deH0(G,M),
H1(G,M) y H2(G,M) para los otros grupos de cohomología Hn(G,M), con
n ≥ 3, y sin embargo todos estos grupos nos dan información algebraica que puede
ser usada en problemas concretos, digamos de la aritmética. [5]
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3.2. Cambio de grupos

Si f : G′ → G es un homomorfismo de grupos y M es un G-módulo entonces
M es un G′-módulo por cambio de anillos ya que el morfismo f : G′ → G
se extiende a un morfismo de anillos f : ZG′ → ZG de la forma esperada:∑
mσ · σ 7→

∑
mσ · f(σ), y para el ZG-módulo M y el morfismo de anillos

f : ZG′ → ZG definimoos, para toda x ∈ M y para todo a′ ∈ ZG′, la acción
a′x := f(a′)x, se puede apreciar queM con esta acción es un ZG-módulo. Algunas
veces se usará la notación f∗(M) para denotar esta estructura de ZG′-módulo de
M , y en otras ocasiones se usará simplemente M para denotar ambs estructuras si
no hay lugar a confusión.
Observemos ahora que, como subgrupos abelianos, se tiene una inclusión MG ⊆
(f∗(M))G′ , ya que si x ∈MG entonces para todo σ′ ∈ G′ se tiene que

σ′x = f(σ′)x = x,

la primera igualdad por la definición de la acción de G′ y la segunda igualdad
porque x ∈MG y f(σ′) ∈ G.
De esta observación se sigue que:

H0(G,M) = MG ⊆ (f∗(M))G′ = H0(G′, f∗(M)),

y por la propiedad universal de los funtores derivados, el morfismo anterior se
extiende a un morfismo de funtores de cohomología:

Hq(G,M) f∗−→ Hq(G′, f∗(M)),

al cual llamamos el morfismo inducido por el cambio de grupos f : G′ → G.
Ahora veremos unos ejemplos de morfismos para cambios de grupos:

El morfismo de restricción. Si H ⊆ G es un subgrupo e i : H ↪→ G es el
morfismo dado por la inclusión, por cambio de grupos obtenemos morfismos

i∗ : Hq(G,M)→ Hq(H,M),

llamados morfismos de restricción y a los que denotaremos por i∗ = ResGH .
Si K ⊆ H ⊆ G son subgrupos, entonces ResGH ◦ ResHK = ResGK . Sea σ ∈
ResGH ◦ResHK , entonces, el morfismo σ es de la forma

σ : Hq(G,M)→ Hq(H,M)→ Hq(K,M)

en particular, se tiene que

σ : Hq(G,M)→ Hq(K,M)
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por lo que σ ∈ ResGK . Por otro lado, sea φ ∈ ResGK , entonces

φ : Hq(G,M)→ Hq(K,M)

Como φ es el morfismo de restricción y K ⊆ H , entonces se puede restringir a φ
de la siguiente manera:

φ∗ : Hq(H,M)→ Hq(K,M)

De igual manera, como H ∈ G, se puede reestringir a φ aún más, para que

φ∗∗ : Hq(G,M)→ Hq(H,M)

Utilizando las 2 ecuaciones anteriores, se concluye que φ ∈ ResGH ◦ResHK y por lo
tanto ResGH ◦ResHK = ResGK i.e., el morfismo de restricción es transitivo.

La construcción del morfismo inducido por el cambio de grupos se suele gene-
ralizar considerando un homomorfismo de grupos f : G′ → G y un morfismo de
grupos abelianos g : M →M ′ tal que M es un G-módulo y M ′ es un G′-módulo;
en esta situación diremos que f y g son compatibles si para toda x ∈ M y todo
σ′ ∈ G′ se tiene que g(f(σ′) · x) = σ′ · g(x) i.e., si g es un G′-morfismo de f∗(M)
en M ′. Se sigue que el G′-morfismo g : f∗(M)→M ′ induce morfismos

Hq(G′, f∗(M))→ Hq(G′,M ′),

y por cambio de grupos el homomorfismo f : G′ → G induce morfismos

Hq(G,M)→ Hq(G′, f∗(M)),

y componiendo estos dos morfismos inducidos, obtenemos morfismos

Hq(G,M)→ Hq(G′,M ′),

a los cuales denotaremos algunas veces por (f, g)∗ y diremos que son los morfismos
inducidos por el par (f, g).

El morfismo de inflación. Si H � G es un subgrupo normal, consideremos el
epimorfismo canónico f : G → G/H; y si M es un G-módulo observemos
que MH es un (G/H)-módulo mediante la acción (σH)x := σx donde basta
observar que si x ∈MH , entonces (σH)x = σx ∈MH ya que para toda h ∈ H ,
h(σx) = (hσ)x = (σh′)x = σx donde usamos que σH = Hσ por lo que
σh = h′σ para un h′ ∈ H; así podemos considerar la inclusión de grupos abelianos
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g : MH ↪→M y observamos que los morfismos (f, g) son compatibles ya que si
x ∈MH y σ′ ∈ G, entonces

g(f(σ′) · x) = g((σ′H) · x)
= g(σ′ · x) por definición de la acción de G/H en MH

= σ′ · x ya que g es la inclusión

= σ′ · g(x) ya que x ∈MH y g es la inclusión.

Se sigue que el par (f, g) induce morfismos

Hq(G/H,MH)→ Hq(G.M)

a los que se les llama morfismos de inflación y se denotan por (f, g)∗ = Inf
G/H
G .

Conjugación. Otro ejemplo esta dado tomando G = G′,M = M ′, el homo-
morfismo f = fσ : G → G la conjugación por σ, i.e., fσ(s) := σsσ−1 y el
homomorfismo de grupos abelianos g = gσ : M → M dado por gσ := σ−1x.
Observamos que (fσ, gσ) son compatibles ya que si s ∈ G y x ∈M , entonces

gσ(fσ(s) · x) = σ−1(fσ(s) · x) = σ−1(σsσ−1 · x) = sσ−1 · x = s · gσ(x).

Se sigue que el par (fσ, gσ) induce morfismos

cσ := (fσ, gσ)∗ : Hq(G,M)→ Hq(G,M),

y se tiene que:

Proposición 3.2.1. Los morfismos cσ inducidos por la conjugación, son la identi-
dad.

Demostración. Por inducción sobre q ≥ 0. Para q = 0 se tiene

cσ : MG = H0(G,M)→ H0(G,M) = MG,

es tal que si x ∈MG,

cσ(x) = gσ(x) = σ−1x = x = id(x),

la penúltima igualdad porque σ−1 ∈ G y x ∈MG.
Supongamos que el resultado es válido para q > 0. Sea Q un ZG-módulo inyectivo
tal que M se sumerge en Q y sea N el cociente. Se tiene entonces una sucesión
exacta corta 0→M → Q→ N → 0, y considerando el morfismo gσ : M →M
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tenemos el diagrama siguiente:

0 //M

gσ

��

// Q

g′σ
��

// N

g′′σ
��

// 0

0 //M // Q // N // 0

donde, si definimos el morfismo g′σ mediante g′σ(x) = σ−1x, entonces el cuadrado
de la izquierda conmuta y por paso al cociente definimos g′′σ de tal forma que el
cuadrado de la derecha también conmuta.
Este diagrama conmutativo induce una escalera conmutativa:

· · · // Hq(G,N)

c′′σ
��

δ // Hq+1(G,M)

cσ
��

// Hq+1(G,Q)

c′σ
��

// · · ·

· · · // Hq(G,N)
δ
// Hq+1(G,M) // Hq+1(G,Q) // · · ·

donde Hq+1(G,Q) = 0 ya que Q es inyectivo y donde c′′σ = id por hipótesis de
inducción. Se sigue que cσ = id : Hq+1(G,M)→ Hq+1(G,M).

3.3. La sucesión inflación-restricción

Si H �G es un subgrupo normal, hemos definido los morfismos

Res : Hq(G,M)→ Hq(H,M)

e
Inf : Hq(G/H,MH)→ Hq(G,M)

para toda q ≥ 0.

Proposición 3.3.1. La sucesión siguiente es exacta:

0→ H1(G/H,MH) Inf−−→ H1(G,M) Res−−→ H1(H,M).

Demostración. El morfismo Inf es inyectivo ya que si f : G/H → MH es un
1-cociclo tal que Inf(f) = 0 ∈ H1(G,M), entonces Inf(f) : G → M es una
1-cofrontera i.e., existe x ∈ M tal que para todo σ ∈ G, Inf(f)(σ) = σx − x.
Mostraremos que x ∈MH y así f será cohomólogo a 0 en H1(G,MH) como se
requiere. Para ver que x ∈MH , observemos que

Inf(f) : G→ G/H
f−→MH ↪→M
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y así
σx− x = Inf(f)(σ) = f(σH) = f(σhH) = σhx− x

para todo h ∈ H (ya que depende sólo de la clase lateral mod H); se sigue que
σx− x = σhx− x para todo h ∈ H i.e., σx = σhx para todo h ∈ H , i.e., x = hx
para todo h ∈ H , i.e., x ∈MH .
Mostraremos ahora que Res ◦ Inf = 0. En efecto, sea f : G/H → M un
1-cociclo en Ker(Res), i.e., Res(f) es una 1-cofrontera en H1(H,M), i.e., existe
x ∈ M tal que f(h) = hx − x para todo h ∈ H . Sea g : G → M la cofrontera
dada por g(σ)σx − x para todo σ ∈ G (usando la misma x anterior). Notamos
entonces que (f − g)(h) = 0 para toda h ∈ H y así pordemos suponer, sin perder
generalidad, que f(h) = 0 para toda h ∈ H .
Observemos ahora que, para toda σ ∈ G y para toda h ∈ H ,

f(σh) = f(σ) + σf(h) = f(σ)

ya que f es un 1-cociclo y f(h) = 0. Se sigue que f(σH) = f(σ) y así f induce
un morfismo f̃ : G/H →M .
Ahora, como σH = Hσ entonces

f(hσ) = f(σh′) = f(σ),

(la primera igualdad para algún h′ ∈ H y la segunda igualdad por la fórmula del
párrafo anterior)]. Y como

f(hσ) = hf(σ) + f(h) = hf(σ)

ya que f(h) = 0, entonces

hf(σ) = f(hσ) = f(σ)

para toda h ∈ H; es decir, f(σ) ∈MH . Se sigue que en realidad f̃ : G/H →MH ,
y es claro que Inf(f̃) = f .

Para poder generalizar esta sucesión necesitaremos una clase de módulos que,
como los módulos inyectivos, son tales queH∗(G, ) = 0, pero son más manejables.

Definición 3.3.1. Sean G un grupo, H ⊆ G un subgrupo y N un H-módulo. Se
define

IngHG (N) = {f : G→ N : f es una función y f(hσ) = hf(σ)∀h ∈ H}.
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Nótese que IndHG (N) es un grupo abeliano con la suma usual de funciones
(usando la suma de M ). Más aún, IndHG (N) tiene una estructura de G-módulo
izquierdo mediante la acción siguiente: si f ∈ IndG(N) y σ ∈ G, entonces
σ · f : G→ N es la función dada por

(σ · f)(τ) := f(τσ) para toda τ ∈ G.

En el caso particular cuando H = {1} es el subgrupo trivial, usaremos la notación
IndG(N) = Ind1

G(N), notando que en este caso un {1}-módulo N es sólo un
grupo abeliano. Un G-módulo Q se llama G-coinducido si tiene la forma:

Q ' IndG(N).

para algún grupo abeliano N . Los factores directos de un módulo coinducido se
llaman módulos relativamente inyectivos.

La primera parte del lema siguiente es un análogo de recirpocidad de Frobenius y la
segunda parte identifica como un Hom a los módulos coinducidos:

Lemma 3.3.2. Sean H ⊆ G un subgrupo, M un G-módulo y N un H-módulo.

(1) Se tiene un isomorfismo natural

HomG(M, IndHG (N)) ∼−→ HomH(M,N),

donde a la derecha M es visto como un H-módulo por el cambio de anillos dado
por la inclusión H ⊆ G.

(2) En particular, para M = ZG, se tiene

IndHG (N) ' HomH(ZG,N),

de tal forma que si H = {1}, se tiene que

IndG(N) ' HomZ(ZG,N).

Demostración. Definimos Φ : HomG(M, IndHG (N))→ HomH(M,N) median-
te: si g ∈ HomG(M, IndHG (N)), entonces para todo x ∈ M , g(x) ∈ IndHG (N),
y así, para cualquier τ ∈ G, g(x)(τ) ∈ N , por lo que si τ ∈ H ⊆ G se tiene
que g(x)(τ) = g(x)(τ · 1) = τg(x)(1) por definición de IndHG (N). Se define
entonces (Φ(g))(x) := g(x)(1). Se tiene que Φ(g) : M → N es H-covariante
ya que si τ ∈ H , entonces Φ(g)(τx) = g(τx)(1) = τg(x)(1) = τΦ(g)(x). Para
ver que Φ es un isomorfismo, definimos su inversa Psi : HomH(M,N) →
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HomG(M, IndHG (N)) como sigue: sea g ∈ HomH(M,N); entonces Ψ(g) ∈
HomG(M, IndHG (N)) está dado por (Ψ(g)(x))(τ) := g(τx). Al momento de ha-
cer composición, se puede verificar que Ψ y Φ son inversas una de la otra.
La segunda parte se sigue de los isomorfismos naturales

IndHG (N) ' HomZG(ZG, IndHG (N)) ' HomZH(ZG,N),

donde el segundo isomorfismo es el de la parte (1).

Observación. El G-isomorfismo IndG(N) ' HomZ(ZG,N) nos dice, en
particular, que HomZ(ZG,N) es un G-módulo izquierdo mediante la G-acción
dada por (σ · f)(τ) := f(τσ) correspondiente a la G-acción en IndG(N).

Proposición 3.3.2. Para todo G-módulo M existe un G-módulo coinducido Q y un
G-monomorfismo φ : M ↪→ Q.

Demostración. Sea Q := IndG(M) considerando a M sólo como grupo abeliano,
y definamos φ : M → Q mediante la regla: para todo x ∈M sea φ(x) : G→M
dado por φ(x)(σ) := σ · x. Se puede demostrar (similarmente como en el lema
anterior) que φ es un G-morfismo, y es inyectivo ya que si φ(x) = 0 : G→ M ,
en particular para el 1 ∈ G se tiene que 0 = φ(x)(1) = 1 · x = x, i.e., x = 0.

Proposición 3.3.3. Sea G un grupo. Si Q es un G-módulo relativamente inyectivo,
entonces

Hq(G,Q) = 0 para todo q ≥ 1.

Demostración. Como Hq(G, ) es un funtor aditivo, basta probar la proposición en
el caso cuando Q es un módulo coinducido, i.e., cuando Q := IngG(M). En este
caso se tienen isomorfismos naturales de funtores:

HomG( , Q) = HomG( , IndG(M))
' HomZ( ,M), por el lema (3,3,2).

Ahora, sea (P )Z : · · · → Pi → · · · → P1 → P0 → Z → 0 una resolución del
G-módulo Z. Aplicando el funtor HomZG( , Q) ' HomZ( ,M) y descabezando
se obtiene:

HomG(P0, Q)

'
��

// HomG(P1, Q)

'
��

// · · · // HomG(Pi, Q)

'
��

// · · ·

HomZ(P0,M) // HomZ(P1,M) // · · · // HomZ(Pi,M) // · · ·
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donde los cuadrados conmutan por la naturalidad de los isomorfismos verticales. Se
sigue que, para toda q ≥ 1,

Hq(G,Q) = Hq(HomG(PZ, Q)
' Hq(HomZ(PZ,M)
= ExtqZ(Z,M) = 0

(la última igualdad porque Z es Z-proyectivo).

Corolario 3.3.3. Si 0→M → Q→ N → 0 es una sucesión exacta deG-módulos
con Q coinducido, entonces

Hq(G,N) ' Hq+1(G,M) para todo q ≥ 1.

Demostración. La sucesión larga de cohomología asociada a la sucesión exacta
corta dada tiene la forma:

· · · → Hq(G,Q)→ Hq(G,N) δ−→ Hq+1(G,M)→ Hq+1(G,Q)→ · · · ,

donde los grupos de los extremos son nulos por la proposición anterior. Se sigue
que δ es un isomorfismo para q ≥ 1.

Lemma 3.3.4. Si H ⊆ G es un subgrupo entonces ZG es libre como ZH-módulo.

Demostración. Escojamos un sistema de representantes {σi} de las clases laterales
izquierdas de G/H . Así, el conjunto G es la unión disjunta de las clases laterales
izquierdas σiH . La parte de ZG expandida linealmente por la clase lateral σiH ,
para i fijo, es un H-módulo isomorfo a ZH . Se sigue que el H-módulo ZG es una
suma directa de submódulos cada uno de ellos isomorfo a ZH .

Proposición 3.3.4. Si H ⊆ G es un subgrupo y Q es un G-módulo coinducido,
entonces Q es un H-módulo coinducido. Si además H �G, entonces QH es G/H-
coinducido.

Demostración. Como ZG es un ZH-módulo libre, se puede escribir de laa forma:

ZG ' ZH ⊗Z M,

para algún grupo abeliano M , y como Q es G-coinducido, entonces Q ' IndG(N)
para algún grupo abeliano N y así

Q ' IndG(N) ' HomZ(ZG,N) por el lema (3,3,2)(2)
' HomZ(ZH ⊗Z M,N)
' HomZ(ZH,HomZ(M,N)) por la adjunción entre ⊗ y Hom,
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y así, Q es H-coinducido.
Finalmente, como Q es G-coinducido, Q ' HomZ(ZG,N), entonces QH es
G/H-coinducido ya que

QH ' {f ∈ HomZ(ZG,N) : τf = f, para toda τ ∈ H}
= {f ∈ HomZ(ZG,N) : τf(σ) = f(σ), para toda τ ∈ H, σ ∈ G}
= {f ∈ HomZ(ZG,N) : f(τσ) = f(σ), para toda τ ∈ H, σ ∈ G}
= {f ∈ HomZ(ZG,N) : f(σH) = f(σ), para toda σ ∈ G}
= HomZ(Z[G/H], N)
' IndG/H(N).

Podemos ahora generalizar la sucesión inflación-restricción (3,3,1) anterior:

Proposición 3.3.5. Sean H�G un subgrupo normal y M un G-módulo. Sea q ≥ 0
un entero y supongamos que

H i(H,M) = 0 para todo i = 1, . . . , q − 1.

Entonces, la sucesión siguiente es exacta:

0→ Hq(G/H,MH) Inf−−→ Hq(G,M) Res−−→ Hq(H,M).

Demostración. Por inducción sobre q, el caso q = 1 es la proposición anterior.
Supongamos ahora que q > 1 y sea Q un módulo G-coinducido tal que M ↪→ Q.
Consideremos la sucesión exacta corta de G-módulos

0→M ↪→ Q→ Q/M → 0

y recordemos que, como H-módulo , Q es coinducido también. Ahora, la sucesión
larga de cohomología asociada a la sucesión corta anterior y el hecho de que
H1(H,M) = 0 por hipótesis, implican que la sucesión siguiente es exacta:

0→MH ↪→ QH → (Q/M)H → 0.

Consideremos entonces el diagrama

0 // Hq−1(G/H, (Q/M)H)

δ
��

Inf
// Hq−1(G,Q/M)

δ
��

Res // Hq−1(H,Q/M)

δ
��

0 // Hq(G/H,MH) Inf
// Hq(G,M) Res // Hq(H,M)
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el cual es conmutativo ya que Inf y Res son morfismos de funtores de cohomo-
logía. Los morfismos de conexión δ (de las correspondientes sucesiones largas de
cohomología) son isomorfismos ya que arriba y abajo de las flechas verticales están
grupos de cohomología H∗( ) con coeficientes QH , Q,Q, respectivamente donde
Q es G-coinducido por hipótesis, Q es H-coinducido y QH es G/H-coinducido
por (3,3,4), y por lo tanto los grupos de cohomología correspondientes se anulan.

Observamos ahora que H1(H,Q/M) = 0 para 1 ≤ i ≤ q − 2 ya que de la
sucesión larga de cohomología asociada a la sucesión corta:

0→M → Q→ Q/M → 0

se obtiene la sucesión larga de cohomología:

· · · → H i(H,Q)→ H i(H,Q/M)→ H i+1(H,M)→ · · ·

como Q es H-coinducido entonces H i(H,Q) = 0 para toda i ≥ 1, y por hipótesis
de inducciónH i+1(H,M) = 0 para i+1 ≤ q−1, i.e., para i ≤ q−2. Se sigue que
el grupo de enmedioH i(H,Q/M) = 0 para q ≤ i ≤ q−2, es decir,Q/M satisface
la hipótesis de inducción con q − 1 en lugar de q y por lo tanto la sucesión de arriba
en el diagrama anterior es exacta y consecuentemente la de abajo también.

Corolario 3.3.5. Si H i(H,M) = 0 para 1 ≤ i ≤ q − 1, entonces

Inf : H i(G/H,MH)→ H i(G,M)

es un isomorfismo para i ≤ q − 1.

Demostración. Se sigue directo del diagrama en la demostración anterior.

3.4. Restricción y correstricción

Sea H ⊆ G un subgrupo de índice finito n = [G : H]. Sea M un G-módulo,
al cual también pordemos considerar como un H-módulo por cambio de anillos.
Nuestro objetivo ahora es definir morfismos

Cor : Hq(H,M)→ Hq(G,M) para toda q ≥ 0,

que van en la dirección opuesta a la natural, i.e., en la dirección opuesta a la del
morfismo restricción

Res : Hq(G,M)→ Hq(H,M)
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inducido por la incllusión H ⊆ G.
Para definir el morfismo Cor procedemos como sigue: sea

G =
n⋃
i=1

σiH

una descomposición de G en clases laterales izquierdas de H en G. Definiremos
Cor : Hq(H,M)→ Hq(G,M) inductivamente.

(1). Para q = 0, se define

Cor : MH = H0(H,M)→ H0(G,M) = MG,

para x ∈MH , como

Cor0(x) = NG/H(x) :=
∑

σiH∈G/H
σix.

Entonces,

(i) Cor0 no depende de los representantes σi de las clases laterales σiH de
G/H , ya que si tomamos otros representantes, digamos τi ∈ σiH , entonces
τi = σihi con hi ∈ H, 1 ≤ i ≤ n, y así, para toda x ∈MH , se tiene que∑

i

τix =
∑
i

(σihi)x =
∑
i

σi(hix) =
∑
i

σix

(ya que hi ∈ H y x ∈MH ).

(ii) Cor0 ∈MG, i.e., es G-invariante. Esto es porque si σ ∈ G, entonces

σ · Cor0(x) = σ ·
∑
i

σix =
∑
i

(σσi)x = Cor0(x),

ya que σσiH recorre G/H cuando σiH lo hace.

(iii) Cor0 : MH →MG es un homomorfismo de grupos abelianos. En efecto,
si x, y ∈MH , entonces

Cor0(x+ y) =
∑
i

σi(x+ y) =
∑
i

σix+
∑
i

σiy = Cor0(x) + Cor0(y).

(2). Sea q ≥ 1 y supongamos que Cori(x) está definido para toda i ≤ q. Sea Q un
G-módulo coinducido tal que M ↪→ Q. Consideremos la sucesión exacta corta

0→M → Q→ Q/M → 0
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y las sucesiones largas de cohomología asociadas a H∗(H, ) y H∗(G, ) en el
diagraama siguiente:

· · · // Hq−1(H,Q)

0
��

// Hq−1(H,Q/M)

Corq−1

��

δ // Hq(H,M)

Corq

��

// Hq(H,Q)

0
��

// · · ·

· · · // Hq−1(G,Q) // Hq−1(G,Q/M)
δ
// Hq(G,M) // Hq(G,Q) // · · ·

En este diagrama los cuatro grupos de los extremos son nulos ya queQ esGcoinducido
y por lo tanto H-coinducido también. Se sigue que los morfismos δ son isomorfis-
mos, y como Corq−1 está definido por hipótesis de inducción, la conmutatividad
del diagrama define Corq.

La propiedad principal del morfismo de correstricción es el siguiente:

Teorema 3.4.1. Sea H ⊆ G un subgrupo de índice finito n = [G : H]. Entonces
para todo G-módulo M y para todo q ≥ 0, la composición Cor ◦ Res = n es
multiplicación por n = [G : H] enHq(G,M), i.e., el diagrama siguiente conmuta
para toda q ≥ 0:

Hq(G,M) n //

Res
''

Hq(G,M)

Hq(H,M)

Cor
77

Demostración. Por inducción sobre q ≥ 0. Si q = 0, la composición

MG Res
↪−−→MH Cor−−→MG,

es tal que, para toda x ∈MG, se tiene que

Cor0 ◦Res(x) = Cor0(x) =
n∑
i=1

σix =
n∑
i=1

x = nx,

(la última igualdad porque x ∈MG.
Sea q ≥ 1 y supongamos el resultado cierto para q − 1. Escojamos un G-módulo
coinducidoQ tal queM ↪→ Q y consideremos las sucesiones largas de cohomología
asociadas a la sucesión exacta corta

0→M → Q→M/Q→ 0 :
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0 = Hq−1(G,Q)

0
��

// Hq−1(G,Q/M)

Corq−1◦Res
��

δ // Hq(G,M)

Corq◦Res
��

// Hq(G,Q) = 0

0
��

0 = Hq−1(G,Q) // Hq−1(G,Q/M)
δ

// Hq(G,M) // Hq(G,Q) = 0

Entonces los morfismos δ son isomorfos, y como por hipótesis de inducción
Corq−1 ◦Res = n, por conmutatividad se sigue que Corq ◦Res = n.

Corolario 3.4.2. Si G es un grupo finito de orden n, entonces

n ·Hq(G,M) = 0

para todo q ≥ 1 y todo G-módulo M .

Demostración. Sea H = {1} ⊆ G el subgrupo trivial. Entonces [G : H] = n y
por el teorema anterior el diagrama siguiente conmuta

Hq(G,M) n //

Res
''

Hq(G,M)

Hq({1},M)

Cor
77

para toda q ≥ 0. Pero Hq({1},M) = 0 para toda q ≥ 1. Se sigue que n =
Cor ◦Res = 0, i.e., multiplicación por n es igual a cero.

3.5. Homología de grupos

Sea M un G-módulo y sea IGM ⊆M el subgrupo (abeliano) de M generado
por todos los elementos de la forma σx− x con x ∈M y σ ∈ G.

Lemma 3.5.1. (1) El grupo cociente MG := M/IGM es un G-módulo (con la
estructura inducida por la del G-módulo M ) donde G actúa trivialmente.

(2) Más aún, MG es el mayor cociente de M en el cual G actúa trivialmente.

(3) Existe un isomorfismo natural

MG ' Z⊗ZGM

y así el funtor ( )G es exacto derecho y por lo tanto aditivo.
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En el producto tensorial de la parte (3) se considera a Z como un G-módulo
derecho trivial.
El morfismo MG → Z ⊗ZG M dado por x + IGM 7→ 1 × x es el isomorfismo
requerido en (3).

Definición 3.5.2. Si M es un G-módulo y q ≥ 0 es un entero, el q-ésimo grupo de
homología de G con coeficientes en M es

Hq(G,M) := Lq(Z⊗ZGM) = TorZGq (Z,M).

Se tienen las propiedades usuales:

(1): H0(G,M) ' Z⊗ZGM 'MG.

(2): Hq(G,M) = 0 para toda q ≥ 1 si M es un G-módulo proyectivo.

(3): Dada cualquier sucesión excta corta de G-módulos

0→M ′
Φ−→M

Ψ−→M ′′ → 0.

se tiene asociada una sucesión larga de homología:

· · · δ−→ H1(G,M ′) Φ∗−−→ H1(G,M) Ψ∗−−→ H1(G,M ′′) δ−→M ′G
Φ∗−−→MG

Ψ∗−−→M ′′G → 0

en forma funtorial.

Dual a la definición de módulo coinducido (un G-módulo M es coinducido si y
sólo si es de la forma M ' HomZ(ZG,X) con X un grupo abeliano) tenemos la
definición siguiente:

Definición 3.5.3. Un G-módulo M se llama inducido si es de la forma

ZG⊗Z X,

donde X es un grupo abeliano. Un sumando directo de un G-módulo inducido se
llama un G-módulo relativamente proyectivo.

Observación. ZG⊗Z X tiene estructura de G-módulo izquierdo mediante la
acción: σ · (τ ⊗ x) := (στ)⊗ x, para σ ∈ G y τ ⊗ x ∈ ZG⊗Z X .

Proposición 3.5.1. Un G-módulo M es inducido si y sólo si M contiene un subgru-
po X tal que

M '
⊕
σ∈G

σ ·X.
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Duales a los resultados correspondientes para módulos coinducidos se tiene:

Proposición 3.5.2. (1) TodoG-móduloM es cociente de unG-módulo inducido.

(2) Si Q es un G-módulo relativamente proyectivo entonces Hq(G,Q) = 0 para
toda q ≥ 1.

Duales a las construcciones de los morfismos de inflación y correstricción en
cohomología tenemos los correspondientes para homología:

Si H ⊆ G es un subgrupo cualquiera, la inclusión H ↪→ G induce morfismos

Cor : Hq(H,M)→ Hq(G,M)

llamados morfismos de correstricción, que en dimensión 0 son las inclusiones

Cor : H0(H,M) = MH = M/IHM ↪→M/IGM = MG = H0(G,M).

Y si H ⊆ G es un subgrupo de índice finito, tenemos morfismos

Res : Hq(G,M)→ Hq(H,M)

llamados de restricción o de transferencia, que en dimensión q = 0 están definidos
como sigue: dado x ∈M , si σH = τH en G/H , entonces σ−1x = τ−1x en MH ,
ya que podemos escribir σ = τh, con h ∈ H , y por lo tanto

σ−1x = h−1τ−1x = τ−1x,

ya que H actúa trivialmente en MH . Se sigue que la expresión

N ′G/H(x) :=
∑

σ∈σH∈G/H
σ−1x

estáa bien definida en MH . Se tiene así un morfismo N ′ : M →MH = M/IGM ;
para ver que pasa al cociente y define un morfismo de MG a MH , observemos que
en el diagrama siguiente:

Z⊗ZGM

T
��

' M/IGM

V
��

Z⊗ZH M ' M/IHM

donde

T (m⊗ x) :=
∑

σiH∈G/H
(mσi ⊗ σ−1

i x) =
∑

σiH∈G/H
(m⊗ σ−1

i x)
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y
V (x+ IGM) :=

∑
σiH∈G/H

σ−1
i x+ IHM,

son tales que el diagrama conmuta ya que los isomorfismos horizontales mandan
m⊗ x ∈ Z⊗GM a mx+ IGM (y el otro similarmente), y así se tiene que:

T (m⊗ x) =
∑

σiH∈G/H
(m⊗ σ−1

i x) 7→
∑

σiH∈G/H
mσ−1

i x+ IHM

y por otro lado

V (m⊗x) = V (mx+IGM) =
∑

σiH∈G/H
σ−1
i mx+IHM =

∑
σiH∈G/H

mσ−1
i x+IHM,

que es igual a T (m⊗ x). Se tiene así un homomorfismo N ′G/H : MG →MH , y
éste es el morfismo de restricción en dimensión q = 0:

Res0 = N ′G/H : H0(G,M) = MG →MH = H0(H,M).

Teorema 3.5.4. Sea H ⊆ G un subgrupo de índice finito n = [G : H]. Entonces,
para todo G-módulo M y para toda q ≥ 0, la composición Cor ◦ Res = n es
multiplicación por n = [G : H] en Hq(G,M), i.e., el diagrama siguiente conmuta
para toda q ≥ 0:

Hq(G,M) n //

Res
''

Hq(G,M)

Hq(H,M)

Cor
88

Se tiene también los análogos de la sucesión inflación-restricción y traslación
de dimensión.

Lemma 3.5.5. Sea G cualquier grupo y sea IG := Ker(ε : ZG → Z) el
ideal de aumentación de G. Entonces, el grupo aaditivo de IG es libre con base
{σ − 1 : 1 6= σ ∈ G}.

Demostración. Por definición

IG := Ker(ε : ZG→ Z) =
{∑

σ

mσ · σ :
∑
σ

mσ = 0
}
,

y por lo tanto los elementos de la forma σ − 1 están en IG.
Observemos ahora que el conjunto {σ − 1 : 1 6= σ ∈ G} genera al grupo abeliano
IG, ya que si u =

∑
mσσ ∈ IG entonces

∑
mσ = 0 y por lo tanto

u = u−
(∑

mσ

)
· 1 =

∑
mσ · σ −

∑
mσ · 1 =

∑
mσ · (σ − 1),
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i.e., cada u ∈ IG es combinación lineal de los elementos de la forma σ − 1.
Finalmente, observamos que el conjunto {σ − 1 : 1 6= σ ∈ G} es linealmente
independiente sobre Z ya que si∑

mσ(σ − 1) = 0 con mσ ∈ Z

entonces ∑
mσ · σ −

∑
mσ · 1 = 0 en ZG.

Pero ZG, como grupo abeliano, es libre con base G y como σ, 1 ∈ G entonces la
igualdad anterior es una combinación lineal en ZG con coeficientes en Z y por lo
tanto todos los mσ = 0.

Proposición 3.5.3. Si la acción de G en Z es trivial, entonces H1(G,Z) ' Gab,
donde Gab = G/G′ es la abelianización del grupo G.

Demostración. De la sucesión exacta corta 0→ IG → ZG ε−→ Z→ 0 y del hecho
de que ZG es inducido se sigue que el morfismo de conexión de la sucesión larga
de cohomología asociada es un isomorfismo:

δ : H1(G,Z)→ H0(G, IG) = IG/I
2
G.

Finalmente, se tiene un isomorfismo Gab = G/G′ → IG/I
2
G dado como sigue:

definimos Ψ : IG → G/G′ en los generadores (2,2,2) de IG mediante Ψ(σ−1) :=
σ ·G′. Se aprecia que Ψ es suprayectiva (recorre todas las clases laterales) y como

(σ − 1)(τ − 1) = (στ − 1)− (σ − 1)− (τ − 1)

entonces Ψ para al cociente para definir

Ψ̃ : IG/I2
G → G/G′.

Por otra parte, definimos Φ : G → IG/I
2
G mediante φ(σ) := (σ − 1) + I2

G;
entonces Φ es un epimorfismo que pasa al cociente para definir:

Φ̃ : G/G′ → IG/I
2
G.

Donde Ψ̃ y Φ̃ son inversas una de la otra por como estan definidas dentro de las
clases de equivalencia (Φ ◦Ψ(σ − 1) = Φ(σ) = σ − 1, utilizando las respectivas
clases de equivalencia de G/G′ y IG/I2

G y similarmente, Ψ ◦ Φ(σ) = σ)).



Capítulo 4

Cohomología de Grupos Finitos

Proposición 4.0.1. Si G es un grupo finito, entonces para todo grupo abeliano X
existe un G-isomorfismo

IndG(X) ' HomZ(ZG,X) ' ZG⊗Z X.

Demostración. El primer isomorfismo es el del lema (3,3,2). Ahora, definamos
Φ : HomZG,X)→ ZG⊗Z X mediante

f 7→ Φ(f) :=
∑
σ∈G

σ ⊗ f(σ−1).

La suma es finita porque G lo es y Φ es aditivo por la definición de la suma en
IndG. Es G-morfismo ya que si τ ∈ G entonces

Φ(τ · f) =
∑
σ∈G

σ ⊗ (τ · f)(σ−1)

=
∑
σ∈G

σ ⊗ f(σ−1τ) (definición de la acción en IndG(X))

=
∑
σ∈G

ττ−1σ ⊗ f(σ−1τ)

=
∑
σ∈G

τ(σ−1τ)−1 ⊗ f(σ−1τ)

= τ

(∑
σ∈G

(σ−1τ)−1 ⊗ f(σ−1τ)
)

definición de la acción en el ⊗)

= τ · Φ(f), porque σ−1τ recorre G cuando σ lo hace.
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Corolario 4.0.1. Si G es un grupo finito, entonces un G-módulo M es inducido si
y sólo si es coinducido.
Más aún, M es relativamente inyectivo si y sólo si M es relativamente proyectivo.

4.1. Cohomología de Tate

Los grupos de cohomología de Tate son un artificio para tener en un sólo con-
cepto los grupos de cohomología y de homología de un grupo finito.[5]

Su construcción es como sigue: seaG un grupo finito. La norma deG es el elemento
de ZG dado por

NG :=
∑
σ∈G

σ ∈ ZG.

Si M es un G-módulo, la norma anterior define un endomorfismo de M , denotado
también con NG : M →M , mediante la fórmula:

NG(x) :=
∑
σ∈G

σ · x.

Lemma 4.1.1. Si IG ⊆ ZG es el ideal de aumentación, entonces

IG ·M ⊆ Ker(NG) (4.1)

y
Im(NG) ⊆MG. (4.2)

Demostración. (1): Por (3,5,5) el ideal IG está generado por los elementos de la
forma τ − 1 y así, para (τ − 1)x ∈ IG ·M se tiene que

NG((τ − 1)x) =
∑
σ∈G

σ(τ − 1)x =
∑
σ∈G

στx−
∑
σ∈G

σx = NG(x)−NG(x) = 0.

(2): Para todo τ ∈ G se tiene que

τ ·NG(x) = τ
∑
σ∈G

σx =
∑
σ∈G

τσx = NG(x).

Se sigue que el morfismo NG : M → M tiene imagen en MG y su núcleo
contiene a IGM y así define, por paso al cociente, un morfismo

N∗G : MG = M/IGM →MG
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y como
H0(G,M) 'MG

y
H0(G,M) 'MG,

entonces NG : M →M induce un morfismo

N∗G : H0(G,M)→ H0(G,M).

Definición 4.1.2. Sea G un grupo finito y M un G-módulo. Se definen

Ĥ0(G,M) := Ker(N∗G)

y
Ĥ0(G,M) := Coker(N∗G).

Observemos que Ker(N∗G) = Ker(NG)/IGM y así, poniendo NGM :=
Ker(NG : M →M), se tiene que

Ĥ0(G,M) =NG M/IGM

y
Ĥ0(G,M) = MG/NG(M).

Proposición 4.1.1. Si G es un grupo finito y M un G-módulo relativamente pro-
yectivo, entonces:

Ĥ0(G,M) = 0 = Ĥ0(G,M).

Demostración. Probaremos la proposición para Ĥ0(G,M) y observamos que basta
probarla cuando M es inducido, en cuyo caso M es de la forma

M =
⊕
σ∈G

σ ·X

con X un subgrupo de M . Así, cada z ∈ M se puede escribir de manera única
como

z =
∑
σ∈G

σxσ

con xσ ∈ X .
Además, z ∈MG si y sólo si todos los xσ son iguales, ya que: si todos los xσ = x
entonces

z =
∑
σ∈G

σxσ =
∑
σ∈G

σx = NG(x) ∈MG
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por la parte (2) del lema anterior. Recíprocamente, si z ∈MG entonces, para toda
τ ∈ G: ∑

σ∈G
σxσ = z = τz = τ

∑
σ∈G

σxσ =
∑
σ∈G

τ(σxσ),

y por la unicidad de la expresión anterior para z, se sigue que todos los xσ deben
ser iguales.
Se sigue que z ∈MG si y sólo si z = NG(x) para algún x ∈ X ⊆M , i.e.,

MG = Im(NG) = NGM,

y por lo tanto
Ĥ0(G,M) = MG/NGM = 0.

Podemos ahora definir los grupos de cohomología de Tate:

Definición 4.1.3. Sea G un grupo finito, M un G-módulo y q ∈ Z Los grupos de
cohomología de Tate de G con coeficientes en M son los grupos

Ĥq(G,M) :=


Hq(G,M) si q ≥ 1
Ĥ0(G,M) = MG/NGM si q = 0
Ĥ0(G,M) =NG M/IGM si q = −1

H−1−q(G,M) si q ≤ 2.

De esta definición y como una consecuencia inmediata de (4,1,1), (4,0,1) y los
resultados correspondientes para homología y cohomología tenemos:

Corolario 4.1.4. Sea G un grupo finito y M un G-módulo relativamente proyectivo
(inyectivo). Entonces, Ĥq(G,M) = 0 para todo q ∈ Z.

Teorema 4.1.5. Sea G un grupo finito. Para toda sucesión exacta corta de G-
módulos

0→M ′ →M →M ′′ → 0

se tiene una sucesión larga de cohomología de Tate, que se extiende en ambas
direcciones:

· · · → Ĥq(G,M ′)→ Ĥq(G,M)→ Ĥq(G,M ′′) δ−→ Ĥq+1(G,M ′)→ · · ·

Demostración. Para q ≥ 1 ó q ≤ −2 no hay nada que probar: son las sucesiones
largas de homología y cohomología correspondientes.
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Ahora, asociado a la sucesión exacta corta de G-módulos dada, consideremos el
diagraama siguiente:

H1(G,M ′′)

0
��

δ // H0(G,M ′)

N∗
M′
��

// H0(G,M)

N∗M
��

// H0(G,M ′′)

N∗
M′′
��

// 0

0
��

0 // H0(G,M ′) // H0(G,M) // H0(G,M ′′) δ // H1(G,M ′)

donde el morfismo N∗M es el morfismo N∗G correspondiente a M y similarmente
para M ′ y M ′′. Los dos cuadrados intesnos conmutan y la conmutatividad de los
cuadrados exteriores se sigue de la definición de los correspondientes morfismos δ.
La conmutatividad de este diagrama y el lema de la serpiente (sucesión núcleo-
conúcleo) implican la existencia de un morfismo de conexión canónico:

δ : Ker(N∗M ′′)→ Coker(N∗M ′)

y como Ĥ−1(G,M ′′) = Ĥ0(G,M ′′) := Ker(N∗M ′′) y Ĥ0(G,M ′) := Coker(N∗M ′),
entonces hemos definico un morfismo de conexión

δ : Ĥ0(G,M ′′)→ Ĥ0(G,M ′),

la sucesión núcelo-conúcleo

Ker(N∗M ′)→ Ker(N∗M )→ Ker(N∗M ′′)
δ−→ Coker(N∗M ′)→

→ Coker(N∗M )→ Coker(N∗M ′′)
es exacta. La exactitud faltante en la sucesión del teorema es directa.

Observación. El morfismo δ : Ĥ0(G,M ′′) → Ĥ0(G,M ′′) está dado como
sigue: si c ∈ Ker(N∗M ′′), levantamos a c a un elemento b ∈M ; el elemento N∗M (b)
proviene de un a ∈ AG y la imagen de a en Coker(N∗M ′) es por definición δ(c).

Corolario 4.1.6. Si 0→M → Q→ N → 0 es una sucesión exacta deG-módulos
con Q coinducido, entonces

Ĥq(G,N) ' Ĥq+1(G,M)

para todo q ∈ Z.
Similarmente, si 0 → N → P → M → 0 es una sucesión exacta de G-módulos
con P inducido, entonces

Ĥq−1(G,M) ' Ĥq(G,N)

para todo q ∈ Z.
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Los grupos de cohomología de Tate son de hecho los grupos de cohomología
de un complejo; en efecto, si P = {Pn, dn} es una resolución de Z formada por
G-módulos libres finitamente generados y si P∗ = {Hom(Pn,Z), d∗n) es su dual,
se tiene sucesiones exactas:

· · · → P2 → P1
ε−→ Z→ 0

y
0→ Z ε∗−→ P ∗1 → P ∗2 → · · · ,

(donde la sucesión dual es exacta ya que cada Pn es Z-libre). Poniendo entonces

P−n = P ∗n

y pegando las dos sucesiones exactas de arriba (i.e., pegando con el morfismo ε∗ ◦ε),
obtenemos una sucesión exacta larga:

L · · · → P2 → P1 → P−1 → P−2 → · · ·

a la cual llamaremos una resolución completa de G.

Proposición 4.1.2. Sea M un G-módulo. Los grupos de cohomología de Tate son
los grupos de cohomología

Hq(HomG(L,M))

donde L es el complejo anterior.

Demostración. Si q ≥ 1 no hay nada que probar. Si q ≤ −2 observemos que si
N es un G-módulo libre finitamente generado y N∗ := Hom(N,Z) es su dual,
entonces se tiene un G-isomorfismo:

Φ : N ⊗M → Hom(N∗,M)

dado por n⊗m 7→ (f 7→ f(n) ·m), para n ∈ N , m ∈ M , f ∈ N∗. Por lo tanto,
la composición

θ : N⊗GM = (N⊗M)G
N∗−−→ (N⊗M)G Φ−→ (Hom(N∗,M))G = HomG(N∗,M)

es un isomorfismo. (Aquí N∗ es un isomorfismo ya que por (4,1,1) el núcleo y el
conúcleo del morfismo N∗ son nulos porque N ⊗M es un G-módulo inducido).
Se sigue que

HomG(P−n,M) ' Pn ⊗GM,
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y por lo tanto H−q(HomG(L,M)) = Hq(G,M), para q ≥ 2.
Finalmente, para los casos q = 0, 1, observemos que el morfismo

HomG(P−1,M)→ HomG(P1,M) (4.3)

es inducido por la composiciónP1
ε−→ Z ε∗−→ P−1. Ahora, si identificamosHomG(P−1,M)

con P1 ⊗GM mediante el isomorfismo θ, el morfismo (3) se vuelve un morfismo

P1 ⊗GM → HomG(P1,M),

y éste se puede factorizar como

P1 ⊗GM →MG
N∗−−→MG → HomG(P1,M),

donde las flechas de los extremos son las inducidas por ε. Se sigue que

Hq(HomG(L,M)) = Ĥq(G,M),

para q = 0, 1.

4.2. Restricción y Correstricción

Si H ⊆ G es un subgrupo del grupo (finito) G y M es un G-módulo, tomando
las definiciones de los morfismos de restricción para cohomología para definir los
morfismos de reestricción en la cohomología de Tate:

Res : Ĥq(G,M)→ Ĥq(H,M)

para q ≥ 1. Como estos morfismos conmutan con los morfismos de conexión δ,
entonces por traslación de dimensión los tenemos definidos en cohomología de Tate
para toda q ∈ Z.
Recordemos que para q = 0 el morfismo de reestricción es la inclusión

MG ↪→MH ;

y como NGM ⊆ NHM , pasando al cociente obtenemos el morfismo de restricción

Res : Ĥ0(G,M) = MG/NGM →MH/NHM = Ĥ0(H,M).

Para Ĥ−q y q ≥ 2 se tiene que Ĥ−q = Hq−1 y el morfismo Res es el correspon-
diente en homología.
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Para q = −1, como Ĥ−1 = H0, se verifica que el morfismo de restricción de
homología en dimensión cero:

Res0 : H0(G,M) = MG →MH = H0(H,M),

inducido por el morfismo N ′G/H : MG →MH dado por

N ′G/H(x) :=
∑

σ∈σH∈G/H
σ−1x,

se restringe para definir

Res : Ĥ0(G,M) =NG M/IGM →NH M/IHM = Ĥ0(H,M).

Similarmente se define el morfismo de correstricción

Cor : Ĥq(H,M)→ Ĥq(G,M),

que en dimensión 0 es inducido por el paso al cociente del morfismo

NG/H : MH →MG,

dado por x 7→
∑
σ∈σH∈G/H σx.

Similarmente, para q = −1, como Ĥ−1 = H0, el morfismo de correstricción

Cor : Ĥ−1(H,M) = H0(H,M)→ Ĥ−1(G,M) = H0(G,M)

está inducido por la inclusión MH ↪→MG.

Proposición 4.2.1. (1) Los morfismos de restricción forman un morfismo de
funtores de cohomología i.e., conmutan las cofronteras.

(2) Similarmente, los morfismos de corestricción forman un morfismo de funtores
de cohomología.

Demostración. (1): Sea 0 → A
φ−→ B

ψ−→ C → 0 una sucesión exacta de G-
módulos. Probraremos que los diagramas siguientes conmutan:

Ĥq(G,C)

Res
��

δ // Ĥq+1(G,A)

Res
��

Ĥq(H,C) δ // Ĥq+1(H,A)
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Para q ≥ 0 esto se sigue de la definición de Res de grupos de cohomología.
Para q ≤ −2 se sigue de la definición de Res de grupos de homología.
En el caso restante, q = −1, debemos probar que el diagrama siguiente conmuta:

Ĥ0(G,C)

Res
��

δ // Ĥ0(G,A)

Res
��

Ĥ0(H,C) δ // Ĥ0(H,A)

donde Ĥ−1(G,C) = Ĥ0(G,C) =NG C/IGC,
0 (G,A) = AG/NGA, etc.

Esto se prueba explícitamente: sea c ∈NG C un representante de la clase τ ∈NG
C/IGC = Ĥ0(G,C) de tal forma que NG(c) = 0. Levantamos c a un elemento
b ∈ B y consideremos a NG(b) ∈ B. Obsérvese que Ψ(NG(b)) = 0 (porque
NG(c) = 0 y así NG(b) ∈ Ker(ψ) = Im(φ), es decir, existe un único a ∈ A tal
que φ(a) = NG(b). Se puede demostrar que a es G-invariante, y así a ∈ AG ⊆ AH .
Más aún, la clase de a módulo NGA es δ(c̄) y por lo tanto la clase de a módulo
NHA es Res ◦ δ(c̄).
Por otra parte, Res(c̄) es la clase módulo IHC de N ′G/H(c) ∈ CH y como arriba
este elemento se puede levantar a un N ′G/H(b) el cual a su vez proviene de a ∈ AG

de tal forma que δ ◦Res(c̄) está representado por la clase de a módulo NHA, como
se quería probar.
La parte (2) se demuestra similarmente.

Teorema 4.2.1. Sea H ⊆ G un subgrupo de índice finito n = [G : H]. Entonces,
para todo G-módulo M y para toda q ∈ Z, la composición Cor ◦Res es multipli-
cación por n = [G : H] en Ĥq(G,M), i.e., el diagrama siguiente conmuta para
toda q ∈ Z:

Ĥq(G,M)

Res &&

n // Ĥq(G,M)

Ĥq(H,M)

Cor

88

Demostración. Se sigue de las proposiciones correspondientes para cohomología y
homología y de las definiciones correspondientes para q = 0 y q = −1.

Corolario 4.2.2. Si G es un grupo finito de orden n, entonces

n · Ĥq(G,M) = 0

para todo q ∈ Z y todo G-módulo M .
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Corolario 4.2.3. SiM es unG-módulo el cual es finitamente generado como grupo
abeliano, entonces los Ĥq(G,M) son grupos finitos.

Demostración. La definición de los grupos Ĥq(G,M) en términos de cadenas
y cocadenas, y como M es finitamente generado, muestra que estos grupos son
finitamente generados también y por el corolario anterior son de torsión; se sigue
que deben ser finitos.

Corolario 4.2.4. Sean G un grupo finito, p un entero primo, Gp un p-subgrupo de
Sylow de G y M un G-módulo. Entonces, para todo entero n ∈ Z el morfismo

Res : Ĥn(G,M)→ Ĥn(Gp,M)

es inyectivo en la componente p-primaria de Ĥn(G,M).

Corolario 4.2.5. Sean G un grupo finito, M un G-módulo y n ∈ Z. Si x ∈
Ĥn(G,M) es tal que para todo primo p se tiene que Res(x) = 0 en Ĥn(Gp,M),
donde Gp es el correspondiente p-subgrupo de Sylow de G, entonces x = 0.
Se sigue que, si para todo primo p se tiene que Ĥn(Gp,M) = 0, donde Gp es el
correspondiente p-subgrupo de Sylow de G, entonces Ĥn(G,M) = 0.

Corolario 4.2.6. Sea G un grupo finito, M un G-módulo y m, q ∈ Z tales que
m ≥ 0, q > 0. Supongamos que:

(1) H i(H,M) = 0 para todo 0 < i < q y todos los subgrupos H ⊆ G.

(2) Si H ′ ⊆ H ⊆ G son subgrupos tales que H ′ es normal en H y H/H ′

es cíclico de orden primo, entonces el orden de Ĥq(H/H ′,MH) divide a
[H : H ′]m.

Entonces, el orden de Ĥq(G,M) divide a |G|m.

4.3. Productos en cohomología

Consideremos G-módulos (izquierdos) M,N y sea M ⊗Z N su producto ten-
sorial; M ⊗Z N se vuelve un G-módulo definiendo la acción de G mediante:

σ · (a⊗ b) := σ · a⊗ σ · b

y extendiendo linealmente.
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Teorema 4.3.1. Si G es un grupo finito, existe una y solo una familia de homomor-
fismos (llamados productos):

Ĥm(G,M)⊗Z Ĥ
n(G,N)→ Ĥm+n(G,M ⊗Z N),

denotados por a⊗b 7→ a ·b, definidos para todos los pares de enteros (m,n) y todos
los G-módulos M,N , tales que estos productos satisfacen las cuatro propiedades
siguientes:

(1) Estos productos son funtoriales en M y N .

(2) Para m = 0 = n, el producto a · b se obtiene mediante el paso al cociente
del morfismo narutal:

MG ⊗NG → (M ⊗N)G.

(3) Si 0→M ′ →M →M ′′ → 0 es una sucesión exacta de G-módulos y N es
tal que la sucesión

0→M ′ ⊗Z N →M ⊗Z N →M ′′ ⊗Z N → 0

también es exacta, entonces para todo x′′ ∈ Ĥm(G,M ′′) y para todo y ∈
Ĥn(G,N) se tiene que:

(δx′′) · y = δ(x′′ · y),

donde ambos lados de esta igualdad se ven en Ĥm+n+1(G,M ′ ⊗Z N).

(4) Si 0→ N ′ → N → N ′′ → 0 es una sucesión exacta de G-módulos y M es
tal que la sucesión

0→M ⊗Z N
′ →M ⊗Z N →M ⊗Z N

′′ → 0

también es exacta, entonces para todo x ∈ Ĥm(G,M) y para todo y′′ ∈
Ĥn(G,N ′′) se tiene que:

x · δ(y′′) = (−1)mδ(x · y′′),

donde ambos lados de esta igualdad se ven en Ĥm+n+1(G,M ⊗Z N
′).

Las propiedades siguientes del producto que hemos definido se prueban utili-
zando traslación de dimensión:

Proposición 4.3.1. Se tiene las siguientes fórmulas:
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(1) (a · b) · c = a · (b · c) módulo la identificación (A⊗B)⊗C ' A⊗ (B⊗C).

(2) a · b = (−1)dim(a)·dim(b)b · a módulo A⊗B ' B ⊗A.

(3) Res(a · b) = Res(a) ·Res(b).

(4) Cor(a ·Res(b)) = Cor(a) · b.

(5) Inf(a · b) = Inf(a) · Inf(b).

Algunas veces tendremos oportunidad de usar productos de un tipo un poco más
general; consideremos G-módulos A,B,C y un G-morfismo φ : A ⊗ B → C.
Si componemos el producto que hemos definido anteriormente con el morfismo
inducido φ∗ : Ĥ∗(G,A⊗B)→ Ĥ∗(G,C), obtenemos la aplicación

Ĥm(G,A)⊗ Ĥn(G,B)→ Ĥm+n(G,C);

a⊗ b 7→ φ∗(a · b),

a lo que llamamos el producto de a con b relativo a φ.

4.4. Cohomología de grupos cíclicos finitos

Para calcular la cohomología de Tate de un grupo cíclico finito usaremos la
siguietne resolución G-libre de Z:

Proposición 4.4.1. Sea G un grupo cíclico finito de orden n con generador σ ∈ G.
Consideremos los siguientes dos elementos en el anillo de grupo ZG:

D := σ − 1 y NG := 1 + σ + σ2 + · · ·+ σn−1,

y pongamos Lj = ZG para toda j.
Entonces, la sucesión siguiente es una resolución G-libre completa de G:

· · · N−→ L2n
D−→ L2n−1

NG−−→ L2n−2
D−→ L2n−3

NG−−→ · · · (4.4)

donde D y NG denotan multiplicaciones por D y NG respectivamente.

Demostración. Observémos que como G es abeliano entonces el anillo ZG es
conmutativo y por lo tanto la multiplicación por elementos de ZG es unG-morfismo.
La sucesión (4) es un complejo ya que:

(1) D ◦NG = DNG = (σ − 1)(1 + σ + · · ·+ σn−1) = 0 ya que σn = 1.
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(2) NG ◦D = NGD = 0 similarmente.

(3) Ker(D) ⊆ Im(NG): en efecto, sea

u =
n−1∑
i=0

miσ
i ∈ Ker(D)

Entonces,

0 = Du = (σ − 1)(
∑

miσ
i) =

n−1∑
i=0

miσ
i+1 −

n−1∑
i=0

miσ
i

= m0σ
1 +m1σ

2 + · · ·+mn−1σ
n −m0σ

0 −m1σ
1 − · · · −mn−1σ

n−1

= (m0 −m1)σ + · · ·+ (mn−2 −mn−1)σn−1 + (mn−1 −m0)σ0.

(ya que σn = σ0 = 1). Se sigue que m0 = m1 = · · · = mn−1, y por lo tanto

u =
n−1∑
i=0

miσ
i =

n−1∑
i=0

m0σ
i = m0

n−1∑
i=0

σi = m0NG ∈ Im(NG).

(4) Similarmente se prueba que Ker(NG) ⊆ Im(D).

Como consecuencia de esta proposición tenemos que los grupos Ĥn(G,M)
dependen solo de la paridad de n:

Corolario 4.4.1. Sea G un grupo cíclico finito de orden n y sea M un G-módulo.
Pongamos NGM := {x ∈M : NGx = 0}. Entonces

Ĥq(G,M) =
{

NGM/DM si q ≡ 1mód (2)
MG/NGM si q ≡ 0mód (2) (4.5)

Aquí DM y NGM son las imágenes de las multiplicaciones por D y NG respecti-
vamente.

Demostración. Apliquemos el funtor HomG( ,M) a la resolución (4) de la propo-
sición anterior para obtener:

· · ·
N∗G−−→ HomG(ZG,M) D∗−−→ HomG(ZG,M)

N∗G−−→ HomG(ZG,M) D∗−−→ · · · ,

y recordemos que como G es abeliano entonces ZG es conmutativo y así N∗G y D∗

también son multiplicativos por NG y D respectivamente.
Ahora, en la resolución (4), el morfismo D tiene dominio un Li con índice par y
NG tiene dominio un Li con índice impar, entonces N∗G tiene dominio par y D∗

tiene dominio impar. Así:
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(1) Si q = 2m+ 1, entonces

Ĥ2m+1(G,M) = Ker(N∗G)/Im(D∗),

pero Ker(N∗G) =NG M e Im(D∗) = DM , y por lo tanto

Ĥ2m+1(G,M) =NG M/DM.

(2) Si q = 2m, entonces

Ĥ2m(G,M) = Ker(D∗)/Im(N∗G), (4.6)

donde

Ker(D∗) = {x ∈M : Dx = 0}
= {x ∈M : (σ − 1)x = 0} ya que D = σ − 1
= {x ∈M : σx = x}
= {x ∈M : σix = x}
= MG,

(la penúltima igualdad por iteración ya que σx = x implica σ2x = σx = x,
etc.) Se sigue que

Ĥ2m(G,M) = MG/NGM.

Observación. Los isomorfismos del corolario anterior dependen de la elección
del generador σ de G ya que los operadores D y NG dependen de este σ.

Corolario 4.4.2. Si G es un grupo cíclico finito de orden n y M es un G-módulo
trivial, entonces

Ĥq(G,M) =
{

NM si q ≡ 1mód (2)
M/nM si q ≡ 0mód (2)

Ejemplo. Si G es cíclico finito de orden n y M = Z como G-módulo trivial,
entonces

Ĥq(G,Z) =
{

0 si q ≡ 1mód (2)
Z/nZ si q ≡ 0mód (2)

lo único que necesita observarse es que nZ = {x ∈ Z : nx = 0} = {0}.
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Proposición 4.4.2. Sea G un grupo cíclico finito de orden n que actúa trivialmente
en Z. Sea θ un generador de H2(G,Z) ' Z/nZ. Entonces, multiplicación por θ
induce un isomorfismo

Ĥq(G,M) '−→ Ĥq+2(G,M)

para todo q ∈ Z y todo G-módulo M .

Demostración. Las sucesiones largas de cohomología asociadas a las sucesiones
exactas cortas de G-módulos:

0→ IG ↪→ ZG ε−→ Z→ 0 (4.1)

y

0→ Z NG−−→ ZG D−→ IG → 0 (4.2)

dan lugar a isomorfismos

Ĥ0(G,Z) δ' H1(G, IG) δ' H2(G,Z).

Y como las sucesiones (1) y (2) se escinden como Z-módulos, entonces permanecen
exactas cuando se tensoran con M :

0→ IG ⊗Z M ↪→ ZG⊗Z M → Z⊗Z M 'M → 0, (4.3)

0→ Z⊗Z M 'M → ZG⊗Z M → IG ⊗4tZ M → 0 (4.4)

y estas dos últimas sucesiones exactas cortas dan lugar a isomorfismos (ya que
ZG⊗Z M es inducido y por lo tanto cohomológicamente trivial):

Ĥ(G,M) δ' H1(G, IG ⊗Z M) δ' H2(G,M).

Así, lo que debemos probar es que el producto por un generador de Ĥ0(G,Z) induce
un automorfismo de Ĥq(G,M).
Por traslación de dimensión se reduce nuevamente al caso q = 0. Y como Ĥ0(G,Z) '
Z/nZ, un generador θ de Ĥ0(G,Z) está representado por un entero t coprimo con
n y el producto por θ es multiplicación por t. Ahora, como mcd(t, n) = 1 entonces
existe un entero s tal que ts ≡ 1 mód(n) y como por (4,2,2) el entero n anula a
Ĥ0(G,M) y ts = 1 + rn entonces multiplicación por t es un automorfismo de
Ĥ0(G,M).
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4.5. El cociente de Hebrand

Sea G un grupo cíclico finito y M un G-módulo. Para q = 0, 1 denotemos
con hq(M) el orden del grupo Ĥq(G,M) siempre que éste sea un grupo finito. Si
ambos grupos son finitos, se define el cociente de Herbrand:

h(M) := h0(M)/h1(M).

Dada la periodicidad mod(2) de la cohomología de Tate de un grupo cíclico finito,
el cociente de Herbrand es el análogo a una característica de Euler-Poincaré.

Proposición 4.5.1. Sea G un grupo cíclico finito y sea 0 → A → B → C → 0
una sucesión exacta de G-módulos. Si dos de los tres cocientes de Herbrand
h(A), h(B), h(C) están definidos, entonces el tercero también está definido y se
tiene que:

h(B) = h(A)h(C).

Demostración. Debido a la periodicidad de los Ĥq, la sucesión larga de cohomolo-
gía puede verse como un hexágono exacto:

Ĥ0(G,A) // Ĥ0(G,B)

&&

Ĥ1(G,C)

88

Ĥ0(G,C)

xx

Ĥ1(G,B)

ff

Ĥ1(G,A)oo

Supongamos ahora que h(A) y h(B) están definidos, i.e., que Ĥ0(G,A), Ĥ1(G,A)
y Ĥ0(G,B), Ĥ1(G,B) son finitos. SeanM1 la imagen de Ĥ0(G,A) en Ĥ0(G,B),M2
la imagen de Ĥ0(G,B) en Ĥ0(G,C) y así sucesivamente en el hexágono en sentido
contrario a las manecillas del reloj. Entonces, la sucesión

0→M2 → Ĥ0(G,C)→M3 → 0

es exacta, donde los gruposM2 YM3 son finitos ya queM2 es imagen de Ĥ0(G,B)
y M3 es subgrupo de Ĥ1(G,A). Se sigue que Ĥ0(G,C) es finito; y similarmente
Ĥ1(G,C) es finito también.
Finalmente, los órdenes de los grupos Ĥ0(G,A), . . . , Ĥ1(G,C) son respectiva-
mente m6m1,m1m2, . . . ,m5m6, donde mi es orden de Mi. Por ejemplo, para
Ĥ0(G,A), del hexágono anterior se tiene la sucesión exacta corta

0→M6 → Ĥ0(G,A)→M1 → 0
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de donde se sigue que h0(A) = m6m1. Similarmente para los otros órdenes. Con
esto se llega a que:

h(A)h(C) = h0(A)
h1(A)

h0(B)
h1(B) = m6m1

m3m4

m2m3
m5m6

= m1m2
m4m5

= h0(B)
h1(B)

= h(B).

Proposición 4.5.2. Sea G un grupo cíclico finito. Si A es G-módulo finito, entonces
h(A) = 1.

Demostración. Se tienen sucesiones exactas

0→ AG → A
D−→ A→ AG → 0.

y

0→ Ĥ1(G,A)→ AG
N∗G−−→ AG → Ĥ0(G,A)→ 0.

La primera sucesión muestra que AG y AG tienen el mismo orden, y por lo tanto
la segunda implica que Ĥ0(G,A) y Ĥ1(G,A) tienen el mismo orden h0(A) =
h1(A).

En las demostraciones anteriores hemos usado el hecho de que en una sucesión
exacta de grupos finitos, con extremos los grupos triviales, se tiene que el producto
de los órdenes de los grupos involucrados, con exponentes +1 ó −1 alternados es
igual a 1. Esto se prueba descomponiendo la sucesión exacta dada en sucesiones
exactas cortas.

Corolario 4.5.1. Sea G un grupo cíclico finito y consideremos G-módulos A,B
y f : A→ B un G-morfismo con núcleo y conúcleo finitos. Entonces, si h(A) ó
h(B) está definido, el otro también lo está y de hecho son iguales.

Demostración. Supongamos que h(A) está definido. De la sucesión exacta

0→ Ker(f)→ A→ f(A)→ 0

donde h(A) está definido y h(Ker(f)) = 1 se sigue de la proposición (4,5,1) que
h(f(A)) está definido y además

h(A) = h(f(A)) · 1.



80 Cohomología de Grupos Finitos

Similarmente, de la sucesión exacta

0→ f(A)→ B → Coker(f)→ 0

donde ahora h(f(A)) está definido y h(Coker(f(A))) = 1 se sigue que h(B) está
definido y además

h(B) = h(f(A)) · 1 = h(A).

4.6. Trivialidad cohomológica

Un G-módulo M se llama cohomológicamente trivial si para todo subgrupo
H ⊆ G se tiene que Ĥq(H,M) = 0 para todo q ∈ Z. Por (4,1,4) los módulos rela-
tivamente proyectivos o relativamente inyectivos son cohomológicamente triviales.
Los resultados de esta sección se deben a T. Nakayama con simplificaciones en las
demostraciones de D. Rim.

4.6.1. Cohomología de p-grupos

Lemma 4.6.1. Sea p un entero primo, G un p-grupo y M un G-módulo tal que
pM = 0. Entonces, las condiciones siguientes son equivalentes:

(1) M = 0;

(2) H0(G,M) = 0;

(3) H0(G,M) = 0.

Demostración. Claramente (1) implica (2) y (3).

(2) ⇒ (1): Supongamos que M 6= 0 y sea 0 6= x ∈ M . Entonces, el
submódulo X ⊆M generado por x es finito de orden una potencia de p (ya
que px = 0 por hipótesis, y así X es finitamente generado y de torsión, y
por lo tanto finito). Consideremos las G-órbitas de los elementos de X; estas
órbitas tienen orden una potencia de p (ya que el orden de G es una potencia
de p), y existe al menos un punto fijo, el 0; así la órbita del 0 (que consta solo
del 0) tiene orden 1; así, si escribimos

X =
⋃
y∈X

orb(y)
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entonces

pt = |X| =
∑
y∈X
|orb(y)| =

∑
0 6=y∈X

|orb(y)|+|orb(0)| =
∑

06=y∈X
|orb(y)|+1,

y como cada |orb(y)| es una potencia de p, para que la igualdad anterior sea
cierta se necesita que existan al menos otros p− 1 puntos fijos además del 0,
y por lo tanto existen al menos p puntos fijos de tal forma que H0(G,M) =
MG 6= 0. (3) ⇒ (1): Sea M ′ := HomFp(M,Fp) = HomZ(M,Fp) el
dual de M considerado como espacio vectorial sobre Fp (ya que pM = 0).
Entonces,

H0(G,M ′) = (M ′)G = (HomZ(M,Fp))G = Hom(M,Fp)

es el dual de H0 ya que H0(G,M) = Z⊗GM y así

HomFp(H0(G,M),Fp) = HomZ(Z⊗GM,Fp) = HomZG(M,HomZ,Fp))
' HomZG(M,Fp),

el cual es 0 por hipótesis. Se sigue que H0(G,M ′) = 0, y como (2)⇒ (1)
entonces M ′ = 0 y por lo tanto M = 0.

Lemma 4.6.2. Sea p un entero primo, G un p-grupo y M un G-módulo tal que
pM = 0. Supongamos además que H1(G,M) = 0. Entonces, M es un módulo
libre sobre Fp[G] = ZG/pZG.

Demostración. Como pM = 0 entonces p ·H0(G,M) = p ·M/IGM = 0 y por lo
tanto H0(G,M) es un espacio vectorial sobre Fp. Sea eλ una base de este espacio y
levantamos cada eλ a aλ ∈M . Mostraremos que aλ genera a M . En efecto, sea M ′

el submódulo de M generado por los aλ y consideremos el cociente M ′′ := M/M ′.
Asociada a la sucesión exacta 0→M ′ →M →M ′′ → 0 se tiene la sucesión

H0(G,M ′) f−→ H0(G,M)→ H0(G,M ′′)→ 0

en la cual el morfismo f es un isomorfismo por construcción. Se sigue queH0(G,M ′′) =
0 y así, por el lema anterior,M ′′ = 0, i.e.,M ′ = M . Entonces, como los aλ generan
a M se tiene un G-epimorfismo φ : L→M , donde L es un Fp[G]-módulo libre;
por construcción, φ induce un isomorfismo

Φ : L/IGL = H0(G,L) '−→M/IGM = H0(G,M).
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Sea R := Ker(φ) y consideremos la sucesión exacta 0→ R→ L
φ−→M → 0 y la

sucesión asociada

0 = H1(G,M)→ H0(G,R)→ H0(G,L) Φ−→ H0(G,M)→ 0,

donde por hipótesis H1(G,M) = 0; y como Φ es un isomorfismo, se sigue que
H0(G,R) = 0 y por lo tanto R = 0 por el lema anterior, i.e., φ es un isomorfismo.

Teorema 4.6.3. Sea p un entero primo, G un p-grupo y M un G-módulo tal que
pM = 0. Entonces, las condiciones siguientes son equivalente:

(1) M es un Fp[G]-módulo libre;

(2) M es un G-módulo inducido;

(3) M es cohomológicamente trivial;

(4) Ĥq(G,M) = 0 para algún entero q.

Teorema 4.6.4. Sea G un p-grupo y M un G-módulo sin p-torsión. Entonces las
condiciones siguientes son equivalentes:

(1) M es cohomológicamente trivial.

(2) Ĥq(G,N) = Ĥq+1(G,M) = 0 para algún entero q.

(3) M/pM es un Fp[G]-módulo libre.

Demostración.

(1)⇒ (2): Se sigue de la definición de cohomológicamente trivial.

(2)⇒ (3): Como M no tiene p-torsión, entonces existe una sucesión exacta:

0→M
P−→M →M/pM → 0

que induce la sucesión exacta

Ĥq(G,M) P−→ Ĥq(G,M)→ Ĥq(G,MpM)→ Ĥq+1(G,M) P−→ (4.5)

P−→ Ĥq+1(G,M),
y como Ĥq(G,M) = Ĥq+1(G,M) = 0, entonces esta sucesión muestra
que Ĥq(G,M/pM) = 0 y por lo tanto, por el teorema anterior, se sigue que
M/pM es libre sobre Fp[G].
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(3)⇒ (1): Como M/pM es un Fp[G]-módulo libre y por lo tanto todos los
Ĥm(G,M/pM) = 0, la sucesión larga anterior muestra que

Ĥn(G,M) P−→ Ĥn(G,M)

es un isomorfismo para todo n. Pero como G tiene orden una potencia de p,
entonces esta potencia de p anula al grupo Ĥn(G,M), pero como M no tiene
p-torsión entonces esto sólo es posible si Ĥn(G,M) = 0 para todo n. El
mismo razonamiento se aplica a cualquier subgrupo H de G ya que M/pM
es Fp[G]-libre. Se sigue que M es cohomológicamente trivial.

Corolario 4.6.5. Sean G un p-grupo y M un G-módulo el cual es libre como grupo
abeliano y que satisface las condiciones equivalentes del teorema anterior. Entonces,
para todo G-módulo N libre de p-torsión, el G-módulo X := HomZ(M,N) es
cohomológicamente trivial.

4.6.2. Cohomología de grupos finitos

Teorema 4.6.6. Sean G un grupo finito, M un G-módulo que es Z-libre y Gp un
p-subgrupo de Sylow de G. Las condiciones siguientes son equivalentes:

(1) Para todo primo p el Gp-módulo M satisface las condiciones equivalentes
del teorema (4,6,4).

(2) M es un G-módulo proyectivo.

Demostración.

(2)⇒ (1): Se da por las condiciones del teorema (4,6,4).

(1) ⇒ (2): Pongamos a M como el cociente de un G-módulo libre L y
consideremos la sucesión excta resultante:

0→ N → L→M → 0.

ComoM es Z-libre, el funtorHomZ(M, ) es exacto y por lo tanto la sucesión
exacta anterior da lugar a una sucesión exacta.

0→ HomZ(M,N)→ HomZ(M,L)→ HomZ(M,M)→ 0.

ComoN ⊆ L y L es libre, entoncesN es libre de torsión y así por el corolario
anterior HomZ(M,N) es cohomológicamente trivial como Gp-módulo, para
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cada p, y por lo tanto H1(G,HomZ(M,N)) = 0 por el corolario (4,2,5).
Observemos ahora que

H0(G,HomZ(M,N)) = (HomZ(M,N))G = HomG(M,N),

y lo mismo par los otros grupos de la sucesión anterior, entonces dicha
sucesión nos dice que

HomG(M,L)→ HomG(M,M)→ 0

es suprayectivo y por lo tanto el morfismo identidad de M se extiende a un
G-morfismo M → L y por lo tanto la sucesión 0→ N → L→M → 0 se
escinde, i.e., M es factor directo del módulo libre L, i.e., M es proyectivo.

Teorema 4.6.7. Sean G un grupo finito y M un G-módulo. Las condiciones si-
guientes son equivalentes:

(1) Para todo primo p, Ĥq(Gp,M) = 0 para dos valores consecutivos de q (que
pueden depender del primo p).

(2) M es cohomológicamente trivial.

(3) Existe una sucesión exacta 0→ P1 → P0 → M → 0 en el cual los Pi son
G-proyectivos. (Es decir, la dimensión proyectiva de M es ≤ 1).

Demostración.

(3)⇒ (2): Como los proyectivos son cohomológicamente triviales, la suce-
sión larga de cohomología asociada a la sucesión corta dada muestra que M
es cohomológicamente trivial.

(2)⇒ (1):Es trivial.

(1)⇒ (3):Escojamos una sucesión exacta de G-módulos

0→ P → P0 →M → 0

con P0 libre como ZG-módulo libre (en particular P0 también es libre como
Z-módulo y consecuentemente P es Z-libre también); se sigue que

Ĥq(Gp, P ) ' Ĥq−1(Gp,M)

para todo q y todo primo p, y por lo tanto Ĥq(Gp, P ) = 0 para dos valores
consecutivos de q por (1). Se sigue que P satisface la hipótesis (1) del teorema
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(4,6,6) anterior, en particular la hipótesis (2) del teorema (4,6,4), y por lo
tanto es proyectivo.

La siguiente demostración se basa en Onishi [1], utilizando los teoremas demostra-
dos anteriormente.

Proposición 4.6.1. Sea G un grupo finito y A un G-módulo. Si para algún entero k
y para algún entero impar positivo d, Hk(H,A) y Hk+d(H,A) son triviales para
todos los subgrupos H de G, entonces Hr(H,A) es trivial para toda r ∈ Z y para
todos los subgrupos H ⊆ G.

Demostración. Por inducción sobre el orden n = |G|. El teorema es trivial para
n = 1. Supongamos n > 1 y asumamos que el teorema se cumple para todos
los grupos de orden < n. En particular, podemos asumir que Hr(H,A) = 0 para
cada dimensión r y para cada subgrupo propio H de G. Si n no es potencia de un
número primo, entonces todos los subgrupos de Sylow de G son subgrupos propios
y utilizando el teorema anterior queda demostrada la trivialidad.
Supongamos que n es una potencia de un número primo, por lo tanto G es soluble.
Sea H un subgrupo propio normal de G tal que el grupo cociente G/H es cíclico.
Como Hr(H,A) = 0 para cada r, tenemos la sucesión exacta fundamental de
Hochschild-Serre:

0→ Hr(G/H,AH)→ Hr(G,A)→ Hr(H,A)

para cada r > 0. Como el último término es trivial, entonecs Hr(G/H,AH) ∼=
Hr(G,A) para cada r > 0. Por cambio de dimensión, pudimos haber asumido que
k > 0. Entonces tenemos que Hk(G/A,AH) = Hk+d(G/H,AH) = 0. Como
G/H es cíclico y d es impar, tenemos que Hr(G/H,AH) = 0 para cada r, y por
el isomorfismo entonces tenemos que Hr(G,A) = 0 para cada r > 0. De la misma
manera se llega a que Hr(G,A) = 0 para cada r ≤ 0.

4.7. El teorema de Tate

El teorema de Tate es el ingrediente principal para demostrar el teorema principal
de la teoría de campos de clases. Las demostraciones son de Tate y Nakayama
continuando las ideas anteriores.

Teorema 4.7.1. Sean G un grupo finito, B,C dos G-módulos y f : B → C un
G-morfismo. Para cada primo p seaGp un p-subgrupo de Sylow deG y supongamos
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que existe un entero np tal que el morfismo

f∗q : Ĥq(Gp, B)→ Ĥq(Gp, C)

es suprayectivo para q = np, biyectivo para q = n+1, e inyectivo para q = np+2.
Entonces, para cualquier subgrupo H ⊆ G y cualquier entero q, el morfismo

f∗q : Ĥq(H,B)→ Ĥq(H,C)

es un isomorfismo.

Demostración. Sea Q := HomZ(ZG,B) el coinducido tal que i : B ↪→ Q,
i(x)(σ) := σ · x. Entonces (f, i) : B → C ⊗ Q es inyectivo y por lo tanto se
tiene una sucesión exacta corta:

0→ B → C ⊗Q→ R→ 0, (4.1)

donde R es el cociente correspondiente. Ahora, como Q es cohomológicamente
trivial, la cohomología de C ⊗Q es la misma que la de C. Entonces, la sucesión
larga de cohomología asociada a la sucesión corta anterior.

Ĥq(Gp, B)→ Ĥq(Gp, C)→ Ĥq(Gp, R)→ Ĥq+1(Gp, B)→ Ĥq+1(Gp, C)

y las hipótesis del teorema implican que Ĥq(Gp, R) = 0 para q = np y q = np + 1.
Se sigue del teorema anterior que R es cohomológicamente trivial y así el teorema
se sigue de la sucesión larga de cohomología asociada a (1).

Teorema 4.7.2. SeanG un grupo finito,A,B,C tresG-módulos y φ : A⊗B → C
un G-morfismo. Sea q un entero fijo y a ∈ Ĥq(G,A) dado. Supongamos que para
cada primo p existe un entero np tal que el morfismo

Ĥn(Gp, B)→ Ĥn+q(Gp, C)

inducido por el producto (relativo a φ) con ResG/Gp(a) es suprayectivo para
n = np, biyectivo para n = np + 1 e inyectivo para q = np + 2. Entonces, para
todos los subgrupos H ⊆ G y todos los enteros n, el producto (relativo a φ) con
ResG/H(a) induce un morfismo

Ĥn(H,B)→ Ĥn+q(H,C).

(Recordemos que el producto de x con y relativo a φ está dado por φ∗(x · y)).

Teorema 4.7.3. Sean G un grupo finito, A un G-módulo, a ∈ H2(G,A). Para
cada primo p sea Gp un p-subgrupo de Sylow de G y supongamos que:
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(1) H1(Gp, A) = 0.

(2) H2(Gp, A) está generado por ResG/Gp(a) y tiene orden igual al de Gp.

Entonces, para todos los subgrupos H ⊆ G y todos los enteros n, el producto con
ResG/H(a) induce un isomorfismo

Ĥn(H,Z)→ Ĥn+2(H,A).

Demostración. Pongamos B = Z, C = A, q = 2ynp = −1 en el teorema anterior.

(i): Para n = −1, la suprayectividad de

Ĥ−1(Gp,Z)→ Ĥ1(Gp, A) (4.2)

se sigue de la hipótesis (1) del teorema.

(ii): Para n = 0, el grupo Ĥ0(Gp,Z) es cíclico de orden igual al orden de Gp ya
que Ĥ0(Gp,Z) ' ZGp/NGpZ ' Z/|Gp|Z (porque Gp actúa trivialmente en
Z), y por lo tanto la biyectividad de

Ĥ0(Gp,Z)→ Ĥ2(Gp, A)

se sigue de la hipótesis (2).

(iii): Para n = 1, la inyectividad de

Ĥ1(Gp,Z)→ Ĥ3(Gp, A)

se sigue del hecho de que Ĥ1(Gp,Z) = Hom(Gp,Z) = 0.

Con esto se verifican todas las hipótesis del teorema anterior, y el resultado se
sigue.



Capítulo 5

Cohomología de Galois

5.1. Cohomología de Galois

Teorema 5.1.1. Si G es el grupo de Galois de una extensión finita de Galois K/k,
entonces

Ĥ(G,K) = 0 para toda q ∈ Z.

Demostración. Por el teorema de la base normal existe un w ∈ K tal que si
G = {σ1, . . . , σn}, entonces σ1(w), . . . , σn(w) es una base de K sobre k, i.e.,

K '
n⊕
j=1

σj(w) · k

y así K es G-inducido, y como G es finito, entonces por (4,0,1) K es G-coinducido
también y por lo tanto sus grupos de cohomología de Tate se anulan (4,1,4)

Para el grupo multiplicativo K∗ los grupos de cohomología Hq(G,K∗) en general
no son cero para q ≥ 2, pero para q = 1 tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.1.2. (Teorema 90 de Hilbert). Si G es el grupo de Galois de una exten-
sión finita de Galois K/k, entonces H1(G,K∗) = 0.

Demostración. Mostraremos que todo 1-cociclo f : G→ K∗ es una 1-cofrontera.
En efecto, si c ∈ K formamos la suma

b :=
∑
σ∈G

f(σ) · σ(c) ∈ K,
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y observemos que como G es finito, la suma es finita también; y como los automor-
fismos σ son linealmente independientes (Dedekind), entonces existe un c ∈ K tal
que la suma es diferente de cero.. Pero entonces, para toda τ ∈ G:

0 6= τ(b) = τ

(∑
σ∈G

f(σ) · σ(c)
)

=
∑
σ∈G

τ(f(σ)) · τσ(c)

=
∑
σ∈G

f(τ)−1f(τσ) · τσ(c) ya que f es morfismo cruzado

= f(τ)−1 ·
∑
σ∈G

f(τσ)(τσ)(c)

= f(τ)−1 · b,

ya que τσ recorre G cuando σ lo hace, y por definición de b.
Se sigue que 0 6= τ(b) = f(τ)−1 · b, i.e., para toda τ ∈ G:

f(τ) = τ(b)−1 · b = τ(b−1) · (b−1)−1,

lo que muestra que f es una 1-cofrontera con x = b−1 ∈ G.

5.2. Grupos profinitos

Definición 5.2.1. Un grupo profinito es un grupo topológico G que es Hausdorff,
compacto y tiene una base de vecindades abiertas de la identidad 1 ∈ G consistente
de subgrupos normales.

Observación. Necesitaremos usar más adelante algunas propiedades de grupos
topológicos en general: sean G un grupo topológico y H la intersección de todas
las vecindades del elemento neutro 1 de G. Entonces:

(i) H es un subgrupo de G.

(ii) H es la cerradura {1} de {1}.

(iii) G/H es Hausdorff.

(iv) G es Hausdorff si y sólo si H = 1.

A continuación veremos que la definición anterior de grupos profinitos es equivalente
a la definición vista en el capitulo 1:
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Teorema 5.2.2. (1) Si G es un grupo profinito y N recorre la familia de subgru-
pos normales abiertos de G, entonces

G ' lim←− G/N,

(isomorfismo y homeomorfismo).

(2) Recíprocamente, si (Gα, φαβ) es un sistema inverso de grupos finitos, con la
topología discreta, entonces

G = lim←−N Gα

es un grupo profinito.

Corolario 5.2.3. Sea G un grupo profinito. Si H es un subgrupo cerrado de G,
entonces

H ' lim←− H/H ∩Ni,

donde los Ni recorren la familia de subgrupos normales abiertos de G.

Corolario 5.2.4. Sea G un grupo profinito. Si H es un subgrupo cerrado de G,
entonces

G/H ' lim←− G/NiH,

donde Ni recorren la familia de subgrupos normales abiertos de G.

Los dos corolarios anteriores nos dicen que, si G es un grupo profinito, entonces
los subgrupos cerrados de G también son profinitos y los cocientes de G también
son profinitos.

Teorema 5.2.5. Sean G un grupo profinito, N un subgrupo normal cerrado de G y
ρ : G → G/N el epimorfismo canónico. Entonces, existe una función continua
s : G/N → G (que, en general, no es un homomorfismo) tal que ρ ◦ s = id, i.e.,
ρ(s(x)) = x para todo x ∈ G/N . A la función s se le llama una sección de ρ.

5.3. Cohomología de grupos profinitos

Definición 5.3.1. M es un G-módulo discreto si M es un G-módulo (tomando en
cuenta que G tiene una topología) tal que la acción de G en M es continua (con la
topología discreta).

Lemma 5.3.2. Sea G un grupo profinito y M un G-módulo. Las afirmaciones
siguientes son equivalentes:
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(1) M es un G-módulo discreto, i.e., la acción

G×M →M (σ, x) 7→ σx,

es continua. (Aquí M se considera con la topología discreta).

(2) M =
⋃
U M

U , donde U recorre la familia de subgrupos abiertos de G.

Demostración. La continuidad de G×M →M es equivalente a la propiedad de
que para cada par (σ, x) ∈ G ×M existe un abierto U de G tal que la vecindad
abierta σU × {x} de (σ, x) va a dar al conjunto abierto {σx} de M ; pero esto
significa precisamente que x ∈MU .

Observemos que siG es un grupo profinito yN = {Ui : i ∈ I} es la familia de
todos los subgrupos normales abiertos de G, la familia N está ordenada mediante:
i ≤ j si Ui ⊃ Uj , de tal forma que (I,≤) es un conjunto dirigido y además tenemos
las proyecciones canónicas

fij : G/Uj → G/Ui

siempre que i ≤ j. Se tiene entonces el sistema inverso {G/Ui, fij} de grupos
finitos. Entonces por el teorema (5,2,2)

G ' lim←− G/Ui,

y si M es un G-módulo discreto, entonces

M =
⋃
Ui

MUi ' lim←−M
U i ,

donde el último isomorfismo es el natural.

Fijemos ahora un entero q ≥ 0. Entonces, para cada i ≤ j las proyecciones
canónicas fij : G/Uj → GUi inducen los morfismos de inflación:

Inf ji : Hq(G/Ui,MUi)→ Hq(G/Uj ,MUj ),

de tal forma que se tiene un sistema directo de grupos abelianos:

{Hq(G/Ui,MUi) ; Inf ji ; i, j ∈ I}.

Definición 5.3.3. Con la notación anterior, el grupo

Hq(G,M) := lim−→ Hq(G/Ui,MUi)

se llama el q-ésimo grupo de cohomología de G en M .
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Teorema 5.3.4. Sean G un grupo profinito, H un subgrupo cerrado normal en G y
M un G-módulo discreto tal que H1(H,M) = 0. Entonces, se tiene la sucesión
exacta inflación-restricción:

0→ H2(G/H,MH) Inf−−→ H2(G,M) Res−−→ H2(H,M).

Demostración. Obsérvese que por (5,2,3),

H ' lim←− H/H ∩Ni ' lim←− HNi/Ni,

y por lo tanto la hipótesis H1(H,M) = 0 es equivalente a la condición

H1(HNi(Ni,M
Ni) = 0

para todos los subgrupos normales abiertos Ni de G. Ahora, como

(G/Ni)/(HNi/Ni) ' G/HNi

y H1(HNi/Ni,M
Ni) = 0 para toda i, entonces se tienen las sucesiones inflación-

restricción usuales

0→ H2(G/NiH,M
NiH) Inf−−→ H2(G/Ni,M

Ni) Res−−→ H2(HNi/Ni,M
Ni),

y para i ≤ j los morfismos Inf ji hacen conmutar el diagrama correspondiente, para
i ≤ j:

0 // H2(G/NiH,M
NiH)

Infji
��

Inf
// H2(G/Ni,M

Ni)

Infji
��

Res // H2(HNi/Ni,M
Ni)

Infji
��

0 // H2(G/NjH,M
NjH)

Inf
// H2(G/Nj ,M

Nj )
Res
// H2(HNj/Nj ,M

Ni),

y por lo tanto podemos pasar al límite directo en cada columna obteniendo la
sucesión exactaa siguiente (la cual es exacta porque el funtor lim−→ es exacto):

0→ lim−→H2(G/NiH,M
NiH) Inf−−→ lim−→H2(G/Ni,M

Ni) Res−−→ lim−→H2(HNi/Ni,M
Ni).

Finalmente observamos que:

lim−→ H2(G/NiH,M
NiH) ' H2(G/H,MH) por (5,2,4),

lim−→ H2(G/Ni,M
Ni) ' H2(G,M) por (5,2,2),

lim−→ H2(HNi/Ni,M
Ni) ' H2(H,M) por (5,2,3),
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5.4. El grupo de Brauer

Sea k un campo y consideremos dos extensiones de Galois K/k y K ′/k con
grupos de Galois G = Gal(K/k) y G′ = Gal(K ′/k) respectivamente. Si f :
K → K ′ es un k-monomorfismo, entonces la imagen f(K) ⊆ K ′ es un campo
intermedio de K ′/k que es k-isoomorfo a K. En el diagrama siguiente:

K
f

''

f
// K ′

f(K)

k

las extensiones f(K)/k y K ′/f(K) son de Galois, y si H = Gal(K ′/f(K))
entonces, como las extensiones K/k y f(K)/k son k-isomorfas, se tiene que

G = Gal(K/k) ' Gal(f(K)/k).

Definimos entonces

f̃ : G′ := Gal(K ′/k)→ Gal(K/k) = G

mediante:
σ 7→ f̃(σ) := σ|f(K),

Se tiene entonces que el morfismo f̃ : G′ → G es compatible con el morfismo
f : K∗ → K ′∗, de tal forma que induce homomorfismos:

fq : Hq(Gal(K/k),K∗)→ Hq(Gal(K ′/k),K ′∗),

y se tiene el siguiente resultado:

Proposición 5.4.1. Los morfismos

fq : Hq(Gal(K/k),K∗)→ Hq(Gal(K ′/k),K ′∗)

son independientes de la elección del k-monomorfismo f : K → K ′.

Demostración. Dos k-monomorfismos f, f ′ : K → K ′ difieren sólo por una
conjugación, i.e., existe τ ∈ Gal(K/k) tal que f ′ = τfτ−1. El resultado se sigue
de (3,2,1).
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Corolario 5.4.1. Sea k un campo y sean ks, k′(s) dos cerraduras separables de k.
Entonces, existe un isomorfismo canónico

Hq(Gal(ks/k), ks∗)→ Hq(Gal(k′s/k), k′s∗).

Así, en este caso, no importa cuál cerradura separable se use. Tiene sentido usar
la notación siguiente:

Hq(k) := Hq(Gal(ks/k), ks∗).

Definición 5.4.2. Si k es un campo, el grupo de Brauer de k es el grupo

Br(k) := H2(Gal(ks/k), ks∗) = lim−→ H2(Gal(K/k),K∗),

donde K/k recorre la familia de subextensiones finitas de Galois K/k de ks/k.

Observemos ahora que si se tiene una torre de extensiones L ⊇ K ⊇ k, con
L/K y K/k de Galois, entonces, por teoría de Galois se tiene que

Gal(K/k) ' Gal(L/k)/Gal(L/K) =: G/H.

Ahora, si M = L∗ (como módulo de Galois), entonces

MH = MGal(L/K) = (L∗)Gal(L/K) = K∗.

Y como H1(H,K) = H1(Gal(L/K),K∗) = 0 entonces se tiene la sucesión
inflación-restricción asociada:

Teorema 5.4.3. Si se tiene una torre de extensiones L ⊇ K ⊇ k, con L/K y K/k
de Galois, entonces se tiene la sucesión exacta:

0→ H2(Gal(K/k),K∗) Inf−−→ H2(Gal(L/k), L∗) Res−−→ H2(Gal(L/K), L∗).

Demostración. Observamos sólo que:G = Gal((L/k), H = Gal(L/K) yG/H '
Gal(K/k).

Corolario 5.4.4. Si K/k es de Galois, entonces se tiene una sucesión exacta:

0→ H2(Gal(K/k),K∗) Inf−−→ Br(k) Res−−→ Br(K).

Demostración. Sea ks cualquier cerradura separable de k que contiene a K; enton-
ces también es una cerradura separable de K.
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Corolario 5.4.5. Si k es un campo y {Ki, k} es la familia de todas las extensiones
finitas de Galois de k contenidas en una cerradura separable de ks de k, entonces

Br(k) = H2(k) =
⋃
i

H2(Gal(Ki/k,K
∗
i ).

Demostración. El corolario anterior nos dice que el limite directo

Br(k) := H2(Gal(ks/k), ks∗) ' lim−→ H2(Gal(K/k),K∗)

es una unión.

Teorema 5.4.6. Sea k un campo. Las condiciones siguientes son equivalentes:

(1) El grupo de Brauer de cualquier extensión finita separable K de k es cero.

(2) Si K/k es finita separable y L/K es finita de Galois, entonces el Gal(L/K)-
módulo L∗ es cohomológicamente trivial.

(3) Si K/k es finita separable y L/K es finita de Galois, entonces el morfismo
de norma

NL/K : L∗ → K∗

es suprayectivo.

Demostración.

(2)⇒ (3): Como

1 = Ĥ0(Gal(L/K), L∗) = (L∗)Gal(L/K)/NL/KL
∗ = K∗/NL/KL

∗,

entonces K∗ = NL/KL
∗.

(2)⇒ (1): Por hipótesis cada H2(Gal(L/K), L∗) = 0; así,

Br(K) = lim−→ H2(Gal(L/K), L∗) = 0.

(1) ⇒ (2): Sea H ⊆ G = Gal(L/K) cualquier subgrupo; entonces
H = Gal(L/K ′) para un campo intermedio K ⊆ K ′ ⊆ L. Ahora, co-
mo por hipótesis Br(K) = 0 entonces en particular H2(H,L∗) = 0; y como
H1(H,L∗) = 0 por el teorema 90 de Hilbert, entonces se cumplen las hipóte-
sis del teorema (4,6,7) para q = 1, 2. Se sigue que L∗ es cohomológicamente
trivial.
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(3) ⇒ (2): La hipótesis es Ĥ0(G,L∗) = 0 y el teorema 90 de Hilbert dice
que Ĥ1(G,L∗) = 0. Por el teorema (4,6,7) se sigue que L∗ es cohomológi-
camente trivial.

Ejemplo. El grupo de Brauer del campo de los reales R es:

Br(F) = H2(Gal(C/R,C∗),

donde el grupo de Galois G = Gal(C/R) es cíclico de orden 2 generado por la
conjugación. Así, por (4,4,1):

Br(R) = H2(Gal(C/R,C∗) = (C∗)G/NC∗ = R∗/R∗>0 = Z/2Z.

Ejemplo. El grupo cociente Q/Z es un grupo de Brauer. Más aún, es el grupo
de Brauer de un campo K completo bajo una valuación discreta y con campo
residual finito.
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